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RESUMO 
A presente dissertação visa contribuir para a compreensão dos efeitos dinâmicos induzidos por 
tráfego em pontes ferroviárias e envolve a modelação numérica, a calibração experimental e a 
validação do sistema ponte-comboio. 
Com o objetivo de contextualizar o comportamento dinâmico de pontes ferroviárias sob ação de 
tráfego apresentam-se primeiramente os principais fenómenos resultantes da interação dinâmica 
ponte-comboio relacionados com a estabilidade estrutural, a estabilidade da via e do contacto 
roda-carril e o conforto dos passageiros. Neste âmbito apresentam-se também as formas mais 
usuais de modelação dinâmica e de caracterização experimental dos subsistemas ponte, via e 
comboio, para além de um levantamento dos principais critérios utilizados na avaliação do 
comportamento dinâmico do sistema acoplado.  
São também apresentadas as principais metodologias de análise dinâmica do sistema ponte-
comboio, com especial incidência nas metodologias numéricas. Neste âmbito são abordados os 
aspetos do desenvolvimento e validação de uma aplicação computacional baseada numa 
metodologia iterativa para a resolução do problema de interação dinâmica ponte-comboio, 
desenvolvida no programa MATLAB e que compreende uma interface com o programa de 
elementos finitos ANSYS. 
Relativamente às metodologias de calibração de modelos numéricos de elementos finitos são 
descritas detalhadamente as metodologias iterativas baseadas em parâmetros modais e assentes 
em algoritmos de otimização. Para estas metodologias são abordados os principais aspetos da 
sua implementação, que geralmente envolvem a análise de sensibilidade, a análise modal, a 
aplicação de uma técnica de emparelhamento de modos e a otimização. No que concerne à 
técnica de otimização é dada particular atenção aos algoritmos genéticos, utilizados nas 
aplicações práticas da dissertação, sendo detalhados os principais operadores genéticos e 
algumas estratégias para a sua aplicação. É ainda implementada computacionalmente uma 
metodologia do tipo iterativo que envolve a articulação dos programas comerciais ANSYS e 
OptiSLang com a plataforma MATLAB. 
A metodologia de calibração desenvolvida é depois aplicada a dois casos de estudo, a ponte 
ferroviária de São Lourenço, situada na linha do Norte da rede ferroviária Portuguesa, e o 
comboio Alfa Pendular.  
Tendo por base o primeiro caso de estudo é desenvolvido um modelo numérico tridimensional 
da ponte incluindo a via. Os ensaios experimentais envolvem o ensaio de vibração ambiental da 
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ponte, realizado em duas fases, e o ensaio dinâmico da via, com o objetivo de determinar os 
parâmetros modais de ambos os subsistemas, nomeadamente as frequências e os modos de 
vibração. A calibração dos modelos numéricos da via e da ponte, este último com base na 
informação experimental das duas fases do ensaio ambiental, é realizada separadamente por 
aplicação de um algoritmo genético. Este algoritmo permitiu obter estimativas estáveis de um 
número significativo de parâmetros para diferentes populações iniciais, tendo revelado elevada 
robustez e fiabilidade. Também a comparação das respostas modais experimentais e numéricas, 
antes e após a calibração, evidenciaram melhorias significativas dos modelos numéricos iniciais 
da via e da ponte. 
O segundo caso de estudo envolve o desenvolvimento de um modelo tridimensional de um 
veículo do comboio Alfa Pendular, incluindo a caixa, os bogies e o sistema passageiro-assento. 
Os ensaios experimentais do veículo envolvem o ensaio dinâmico do veículo completo, do 
bogie, com e sem os amortecedores primários instalados, e do sistema passageiro-assento, tendo 
em vista a identificação das principais frequências e modos de vibração de corpo rígido e 
estruturais do veículo e de alguns dos seus componentes. A calibração do modelo numérico foi 
realizada em duas fases, incidindo a primeira na calibração do modelo do bogie nas condições 
do ensaio, considerando os parâmetros modais obtidos com e sem amortecedores, e a segunda 
centrada na calibração do modelo do veículo completo. A otimização é realizada por aplicação 
de um algoritmo genético que mais uma vez revelou uma grande robustez na estimativa dos 
parâmetros dos modelos numéricos para ambas as fases. 
A validação do modelo numérico calibrado do sistema ponte-comboio envolve a comparação 
dos resultados numéricos, obtidos com base em análises dinâmicas com interação ponte-
comboio e inclusão das irregularidades, com os resultados experimentais, obtidos num ensaio 
dinâmico sob ação de tráfego. Este ensaio permitiu a avaliar a resposta dinâmica da ponte em 
termos de deslocamentos, acelerações e deformações, para além da resposta em acelerações no 
interior do comboio Alfa Pendular. As irregularidades da via foram caracterizadas por 
intermédio do veículo de inspeção de via EM 120 da REFER. Os resultados obtidos comprovam 
o bom desempenho do modelo numérico na previsão da resposta dinâmica da ponte e do 
comboio. 
Por último, é realizada a simulação do comportamento dinâmico da ponte sob ação de tráfego 
tendo em vista a verificação da segurança estrutural, da segurança da via e do conforto dos 
passageiros. As análises dinâmicas foram efetuadas para a passagem de comboios reais de alta 
velocidade e dos comboios do modelo de cargas HSLM, com base numa metodologia de cargas 
móveis, e para o comboio Alfa Pendular, com base em modelos com interação. 
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ABSTRACT 
This thesis aims at contributing for the understanding of the dynamic effects induced by traffic 
on railway bridges and involves the numerical modelling, experimental model updating and 
validation of the bridge-train system. 
In order to contextualize the dynamic behaviour of bridges under railway traffic the major 
phenomena resulting from train-bridge dynamic interaction and related to structural stability, 
stability of the track, stability of the wheel-rail contact and passenger comfort, are presented. In 
this context the most common procedures of dynamic modelling and experimental 
characterization of the bridge, track and train subsystems, in addition to an overview of the main 
criteria used to evaluate the dynamic behaviour of the coupled system, are also presented. 
The most relevant methodologies for dynamic analysis of the train-bridge system, particularly 
the numerical methodologies, are also described. Within this scope the development and 
validation of a computer application based on an iterative method for solving the problem of 
train-bridge dynamic interaction, developed in MATLAB and comprising an interface with the 
finite element software ANSYS, is described. 
In what concerns the finite element model updating, the iterative methodologies using modal 
parameters and based on optimization algorithms, are described in detail. The relevant aspects 
of these methodologies are also discussed, namely the ones related to the sensitivity analysis, 
modal analysis, application of mode pairing technique and optimization. Regarding the 
optimization technique, special attention is given to genetic algorithms, used in the practical 
applications of this work, for which the main genetic operators and some strategies of their 
application are detailed. In this context, the computational implementation of an iterative 
methodology that involves the articulation of the commercial softwares ANSYS and OptiSlang 
with the platform MATLAB is developed. 
The developed model updating methodology is then applied to two case studies, the São 
Lourenço railway bridge, located at the northern line of the Portuguese railways, and the Alfa 
Pendular tilting train. 
Based on the first case study a three dimensional numerical model of the bridge, including the 
track, is developed. The experimental tests involve an ambient vibration test of the bridge, 
conducted in two phases, and a dynamic test of the track, in order to evaluate the modal 
parameters of these subsystems, particularly the natural frequencies and vibration modes. The 
updating of the numerical models of the track and the bridge, using the experimental data of 
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both phases of the ambient test, is performed separately by the application of a genetic 
algorithm. This algorithm allows obtaining stable estimates of a significant number of numerical 
parameters using different initial populations and revealed high robustness and reliability. Also 
the comparison between the experimental and numerical modal responses, before and after the 
updating, showed significant improvement of the initial numerical models of the track and the 
bridge. 
The second case study involves the development of a three-dimensional model of a vehicle of 
Alfa Pendular train, which includes the vehicle box, the bogies and the passenger-seat system. 
The experimental tests involve a dynamic test of the complete vehicle, of the bogie, with and 
without the dampers of the primary suspension installed, and of the passenger-seat system, in 
order to identify the relevant frequencies and modal configurations of rigid body and structural 
modes of the vehicle and some of its components. The numerical model updating is conducted 
in two phases: the first phase focuses on the model updating of the bogie according to test 
conditions, taking into account the modal parameters obtained with and without the dampers of 
primary suspension, and the second phase is centered on the model updating of the complete 
vehicle. Once again the optimization is performed by applying a genetic algorithm that proved 
to be robust in the estimation of parameters of the numerical models for both phases. 
The validation of the updated numerical model of train-bridge system relies on the comparison 
of the numerical results, based on dynamic analyses considering the train-bridge interaction and 
including the track irregularities, with experimental results, obtained in a dynamic test under 
railway traffic. This test allows obtaining the dynamic responses of the bridge, in terms of 
displacements, accelerations and deformations, in addition to the acceleration response inside 
Alfa Pendular train. The track irregularities were characterized by means of the track inspection 
vehicle EM120 from REFER. The obtained results confirm the good performance of the 
numerical model in predicting the dynamic response of the train-bridge system. 
Finally, the simulation of the dynamic behaviour of the bridge under railway traffic is 
performed in order to verify the criteria related to structural safety, track safety and passenger 
comfort. The dynamic analyses were performed for the passage of real high speed trains and 
trains of load model HSLM at different speeds, based on a moving loads model, and for the 
passage of Alfa Pendular train, considering a complete train-bridge interaction model. 
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1.1 
1. INTRODUÇÃO 
1.1. ENQUADRAMENTO 
Nos dias de hoje, em que a lógica de um mercado global se encontra cada vez mais enraizada 
na economia e nas sociedades, torna-se fundamental a existência de infraestruturas de 
transporte eficazes que permitam uma fácil e rápida movimentação de pessoas e bens. 
O transporte ferroviário, em particular o de alta velocidade, tem vindo a assumir um papel 
fundamental neste contexto, contribuindo para os propósitos de integração e desenvolvimento 
sustentado dos países, quer em termos de crescimento económico, quer em termos do 
desenvolvimento social. 
Este tipo de transporte apresenta algumas vantagens em relação a outros meios de transporte, 
nomeadamente o rodoviário e o aéreo. Essas vantagens estão relacionadas com os menores 
custos de transporte, com a redução de gastos energéticos, com as menores consequências em 
termos ambientais, devido às baixas emissões de gases nocivos para a atmosfera, e ao pequeno 
número de acidentes verificados. A redução do tempo das deslocações proporcionada pelo 
aumento da velocidade de circulação, associada a melhorias das condições de conforto dos 
passageiros, tem também contribuído para a maior competitividade do transporte ferroviário. 
A primeira linha de alta velocidade foi inaugurada no Japão, em 1964, a unir as cidades de 
Tóquio e Osaka, operando inicialmente à velocidade de 210 km/h. Na Europa a primeira linha 
de alta velocidade foi inaugurada em França, em 1983, unindo as cidades de Paris e Lyon numa 
extensão de 410 km, tendo sido concebida para uma velocidade máxima de circulação de 
270 km/h. Atualmente, em todo o mundo, existem cerca de 17150 km de linhas de alta 
velocidade em operação e cerca de 8800 km em construção. UIC (2011) prevê que em 2025 
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possam existir cerca de 42300 km de linhas de alta velocidade em todo o mundo, a grande 
maioria delas localizadas na Europa, sobretudo em países como a Alemanha, Itália, Espanha, 
Holanda, Bélgica e Reino Unido, na Ásia, nomeadamente na China, Japão, Coreia do Sul, 
Taiwan e India, e também na América, em países como os Estados Unidos, Brasil e Canadá. 
Em Portugal, ao longo das últimas décadas, tem vindo a adotar-se uma política de investimento 
na rede ferroviária, procurando modernizar e reabilitar as vias existentes, de que é exemplo a 
intervenção na linha ferroviária do Norte que permitiu, entre outros aspetos, aumentar a 
velocidade de circulação dos comboios convencionais para os 220 km/h em alguns dos seus 
troços. 
Na Figura 1.1 apresenta-se um mapa da rede europeia de alta velocidade no ano de 2011 e que 
compreendia cerca de 6600 km de linhas em operação. Na figura são assinaladas as linhas 
existentes e planeadas com velocidade de circulação superior a 250 km/h, para além das linhas 
existentes com velocidade de circulação compreendida entre 180 km/h e 250 km/h.  
 
Figura 1.1 – Mapa da rede europeia de alta velocidade no ano de 2011 (UIC, 2011) 
Na Europa distinguem-se três tipos de linhas ferroviárias de alta velocidade: i) linhas 
especialmente construídas para velocidades iguais ou superiores a 250 km/h; ii) linhas 
renovadas para velocidades da ordem dos 200 km/h; iii) linhas novas ou renovadas com 
características específicas, devido a condicionalismos técnicos. Estas linhas são classificadas, 
respetivamente, em categorias I, II e III (TSI, 2002).    
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As linhas de alta velocidade incluem, na maioria das situações, um número significativo de 
pontes e viadutos, não só devido a condicionalismos do relevo mas, sobretudo, devido aos 
condicionalismos do traçado da via relacionados com a limitação da inclinação máxima. 
Refira-se, como exemplo, a linha de alta velocidade que estabelece a ligação das cidades 
chinesas de Wuhan e Guangzhou, em operação desde 2010 e que inclui 625 viadutos e pontes 
correspondentes a 362 km numa extensão total de 1300 km. Também a linha de alta velocidade 
que une as cidades de Pequim e Shanghai, em operação desde Julho de 2011, apresenta 86,5 % 
do seu traçado, cerca de 1140 km, em pontes e viadutos. Ishibashi (2004) refere que na rede de 
alta velocidade japonesa, em particular nas linhas Tóquio-Morioka e Omiya-Niigata, a 
percentagem de pontes e viadutos atinge, respetivamente, 61 % e 72 % da extensão total das 
linhas. 
As soluções estruturais a adotar para as pontes ferroviárias em vias de alta velocidade têm que 
atender a um conjunto de exigências diferentes daquelas que são normalmente especificadas 
para pontes em vias convencionais. Tratam-se de pontes em que os efeitos dinâmicos 
decorrentes da passagem dos comboios a alta velocidade podem assumir uma grande 
relevância, como resultado essencialmente dos fenómenos de ressonância que tendem a 
manifestar-se para velocidades superiores a 200 km/h. Para atender a estes efeitos, foram 
incorporados recentemente nas normas europeias procedimentos de análise e verificações que 
deverão ser tidos em conta no seu dimensionamento, e que envolvem aspetos relacionados com 
a segurança estrutural (amplificações dinâmicas e fadiga), com a segurança da via e com o 
conforto dos passageiros. Na Figura 1.2 apresentam-se duas pontes ferroviárias integradas em 
linhas de alta velocidade, a ponte de Hallerbachtal que pertence à linha Colónia-Frankfurt 
(Alemanha) e os viadutos de Avignon que integram a linha TGV Méditerranée (França). 
 
 
a) b) 
Figura 1.2 – Pontes e viadutos ferroviários integrados em linhas de alta velocidade: a) ponte de 
Hallerbachtal; b) viadutos de Avignon (fonte: www.structurae.de) 
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Um outro aspeto da maior importância tem a ver com as exigências de interoperabilidade 
estabelecidas para a rede europeia de alta velocidade (TSI, 2002), de aplicação obrigatória nos 
países membros da União Europeia desde 30 de Novembro de 2002. Estas novas exigências 
irão obrigar a uma reavaliação do comportamento estrutural de soluções já implementadas 
noutros países, de forma a atender à possibilidade de circulação de uma banda alargada de 
veículos. 
Também no âmbito do reaproveitamento de troços de linhas existentes para a passagem de 
tráfego a alta velocidade, torna-se necessário uma avaliação do comportamento dinâmico das 
pontes, de forma a ser possível identificar corretamente as limitações dessas estruturas, bem 
como as eventuais necessidades de reforço ou substituição. 
Trabalhos de investigação anteriores mostraram que o comportamento dinâmico das pontes é 
muito dependente da interação dinâmica entre os subsistemas ponte, via-férrea e veículo 
(Figura 1.3) que constituem um sistema acoplado complexo. A resposta dinâmica da ponte é 
por isso influenciada por parâmetros relacionados com cada um dos subsistemas. No caso da 
ponte estes parâmetros estão relacionados com a massa, a rigidez e o comprimento do vão, que 
estão diretamente relacionados com a frequência de vibração da estrutura, e com o 
amortecimento. Por sua vez, na via-férrea os parâmetros são referentes às características 
dinâmicas dos elementos que a constituem, em particular do balastro, das travessas, do carril, 
da ligação carril/travessa e ainda as irregularidades da via. Relativamente aos veículos 
ferroviários importa apontar a velocidade, o número de eixos, o valor das cargas por eixo, o 
espaçamento entre eixos, assim como as massas e as características das suspensões dos veículos 
e ainda as imperfeições das rodas. 
 
Figura 1.3 – Modelação numérica do sistema ponte-veículo incluindo a via 
Os veículos ferroviários têm também vindo a sofrer alterações estruturais significativas de 
modo a permitir o aumento da velocidade de circulação, a redução das vibrações transmitidas 
ao terreno e a redução dos custos associados à sua construção e manutenção. Estas alterações 
consistiram essencialmente na redução da massa da estrutura do veículo e na diminuição da 
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rigidez da caixa do veículo. Esta nova filosofia de conceção teve repercussões negativas, 
principalmente no aumento das vibrações no interior da caixa, potencialmente causadoras do 
desconforto dos passageiros. A magnitude destas vibrações depende em grande medida das 
propriedades dinâmicas do veículo, nomeadamente das características das suspensões e dos 
amortecedores, e também do valor e da distribuição da massa pelos elementos estruturais e não 
estruturais (Tomioka et al., 2006). 
Neste contexto assume especial relevância o desenvolvimento de metodologias avançadas para 
a avaliação dos efeitos dinâmicos induzidos por tráfego ferroviário em pontes, por via numérica 
ou experimental. A aplicação destas metodologias ao estudo de pontes ferroviárias, 
contemplando também os veículos que sobre ela circulam e a via-férrea, irá contribuir, 
certamente, para uma melhor compreensão dos fenómenos e desta forma contribuir para um 
melhor dimensionamento das soluções a projetar, em termos de segurança estrutural e da via, 
do conforto dos passageiros e da durabilidade. 
Este trabalho enquadra-se numa linha de investigação que tem vindo a ser desenvolvida no 
domínio da dinâmica de pontes ferroviárias, no seio da unidade de investigação liderada pelos 
Professores Raimundo Delgado e Rui Calçada, com especial notoriedade no decorrer dos 
últimos 10 anos. Neste âmbito devem ser referidos alguns trabalhos, na maioria dos casos 
enquadrados em teses de mestrado e projetos de investigação, cujas conclusões contribuíram 
direta ou indiretamente para o presente trabalho. 
Os trabalhos desenvolvidos por Cruz (1994) e Calçada (1995) incidiram no desenvolvimento de 
ferramentas poderosas para a análise dinâmica de pontes contemplando a interação ponte-
comboio, bem como a sua aplicação prática a casos de estudo. Ribeiro (2004) sistematizou os 
aspetos regulamentares mais relevantes no dimensionamento de pontes ferroviárias, previstos 
na mais recente regulamentação europeia. Este autor realizou ainda a revisão das principais 
metodologias de análise dinâmica do sistema ponte-comboio e de análise de fadiga de pontes 
metálicas. Algumas destas metodologias foram aplicadas ao estudo do comportamento 
dinâmico de uma ponte metálica do tipo ‘bowstring’ sob ação do tráfego ferroviário a alta 
velocidade. Figueiredo (2007) e Pinto (2007) aprofundaram os aspetos relativos à modelação 
numérica das pontes, tendo avaliado o desempenho de modelos com diferentes graus de 
complexidade na avaliação do comportamento dinâmico de tabuleiros mistos aço-betão e em 
viga caixão, respetivamente, sob ação de tráfego ferroviário a alta velocidade. Figueiredo 
(2007) analisou também o comportamento à fadiga de detalhes estruturais de um tabuleiro 
misto aço-betão, tendo realizado análises considerando diferentes cenários de tráfego e 
entrando em conta com os efeitos de ressonância e de cruzamento de comboios. Pinto (2007) 
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realizou ainda uma análise estocástica da resposta dinâmica da ponte considerando a 
variabilidade de parâmetros do modelo numérico, tendo avaliado as suas repercussões ao nível 
da segurança estrutural e da via e do conforto dos passageiros. Neves (2008) desenvolveu uma 
nova metodologia de análise dinâmica com interação veículo-estrutura, implementada no 
programa de cálculo FEMIX, e que revelou ser computacionalmente mais eficiente do que as 
ferramentas anteriormente desenvolvidas. Albuquerque (2008) realizou o estudo do 
comportamento dinâmico de uma ponte com tabuleiro ortotrópico metálico sob ação de tráfego 
ferroviário a alta velocidade. Especial enfâse foi dado à análise da influência da distribuição 
das cargas no tabuleiro, da modelação da via e dos valores adotados para os coeficientes de 
amortecimento dos modos de vibração globais e locais, na resposta dinâmica da ponte. 
Pimentel (2008) desenvolveu um algoritmo de pesagem das cargas de tráfego tendo realizado a 
sua aplicação a uma ponte de pequeno vão da linha do Norte para a passagem de tráfego real. 
Mais recentemente Fernandes (2010) e Silva (2010) estudaram o comportamento dinâmico de 
tabuleiros simplesmente apoiados em viga caixão pré-fabricados e do tipo ‘filler beam’, 
respetivamente. Para ambas as estruturas foi analisada a importância da inclusão da via nos 
modelos numéricos, e em particular da sua continuidade com os tabuleiros vizinhos. No caso 
do tabuleiro em viga caixão foi dado especial enfâse à análise da resposta dinâmica da laje 
superior do tabuleiro que suporta a via-férrea. Carvalho (2011) e Horas (2011) deram 
seguimento aos estudos iniciados por Silva (2010) e Fernandes (2010), respetivamente, tendo 
realizado a calibração experimental dos modelos numéricos desenvolvidos. O processo de 
calibração envolveu a aplicação de técnicas avançadas de otimização e foi baseado na 
informação experimental recolhida em ensaios de vibração ambiental, em particular as 
frequências de vibração e as configurações modais. No âmbito destes trabalhos foi ainda 
realizada a validação dos modelos numéricos através da comparação das respostas 
experimentais, obtidas em ensaios sob ação de tráfego, e as respostas numéricas obtidas através 
de análises dinâmicas. Num trabalho recente Rocha et al. (2012) aplicaram técnicas 
probabilísticas na análise da resposta dinâmica de uma ponte de pequeno vão tendo em vista a 
avaliação da segurança da via e a sua comparação com os critérios regulamentares.  
Em paralelo, a nível nacional, têm vindo também a ser desenvolvidos diversos trabalhos na área 
da dinâmica de pontes ferroviárias.  
No âmbito de uma dissertação de doutoramento, Rigueiro (2007) estudou os efeitos dinâmicos 
em pontes ferroviárias de alta velocidade de pequeno e médio vão. Neste trabalho foram 
realizadas campanhas experimentais a um conjunto de viadutos da rede austríaca de alta 
velocidade tendo em vista a identificação dos parâmetros modais e a avaliação da resposta 
dinâmica sob ação de tráfego. Os resultados destes ensaios serviram de base à calibração e 
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validação de modelos numéricos dos viadutos com diferentes níveis de complexidade. Foi dado 
particular enfâse ao estudo da influência da modelação da via balastrada e de veículos 
ferroviários na resposta dinâmica dos viadutos, tendo sido avaliado o desempenho de cada 
modelo no ajuste da resposta numérica com a experimental. Dias (2007) estudou o 
comportamento dinâmico lateral dos veículos no atravessamento de pontes ferroviárias, 
centrando o seu estudo no caso de pontes de grande extensão e com frequências de vibração 
laterais reduzidas. Este autor comparou a eficiência de modelos de veículos com diferentes 
graus de complexidade na avaliação do conforto dos passageiros, para além de ter avaliado a 
estabilidade do contacto roda-carril na direção lateral. Henriques (2007) avaliou o desempenho 
de amortecedores de massa sintonizados (TMDs) no controlo de vibrações induzidas pelo 
tráfego em pontes ferroviárias. Santos (2007) analisou detalhadamente a influência da 
deformabilidade dos aparelhos de apoio na resposta dinâmica das pontes, em particular em 
situações de ressonância. Ferreira (2008) realizou o estudo do comportamento dinâmico de 
pontes formadas por vigas caixão pré-fabricadas, com especial incidência na influência da 
continuidade estrutural, total ou parcial, na resposta dinâmica da estrutura. Mais recentemente 
Casal (2010) e Santos Neves (2010) estudaram a influência do tipo de via-férrea, balastrada e 
não balastrada, e do tipo de modelação da via, simplificada ou completa, na resposta dinâmica 
de pontes sob ação de tráfego. 
1.2. OBJETIVOS E CONTEÚDOS DA TESE 
A escolha do tema da presente dissertação resultou do interesse que o desenvolvimento de 
ferramentas numéricas e experimentais para a avaliação dos efeitos dinâmicos induzidos por 
tráfego ferroviário em pontes tem na atualidade, face às perspetivas de crescimento da rede de 
alta velocidade a nível europeu e mundial. 
Um dos objetivos deste trabalho passa pelo desenvolvimento de metodologias numéricas 
avançadas para a resolução do problema dinâmico da interação ponte-comboio. As novas 
ferramentas devem garantir a máxima eficiência do ponto de vista computacional, sobretudo 
em problemas que envolvam modelos de grande dimensão da ponte ou dos veículos, e permitir 
um manuseamento simples e intuitivo por parte do utilizador. Na metodologia proposta a 
modelação numérica dos vários subsistemas é realizada em programas comerciais de elementos 
finitos, de onde é extraída a informação relevante que é posteriormente integrada na plataforma 
MATLAB onde se procede à resolução do problema dinâmico. 
Ainda no âmbito deste trabalho procura-se desenvolver modelos numéricos avançados de 
elementos finitos da ponte, da via e dos veículos. No que se refere aos veículos, os modelos 
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numéricos desenvolvidos em trabalhos de investigação anteriores são simplificados e 
apresentam limitações evidentes pelo facto de serem bidimensionais e não considerarem a 
flexibilidade das caixas dos veículos. Estas limitações estavam relacionadas com a dificuldade 
em aceder a informação técnica junto dos fabricantes dos veículos. No âmbito desta 
investigação pretende-se desenvolver o modelo tridimensional completo de um veículo 
ferroviário, neste caso do comboio Alfa Pendular, com o objetivo de avaliar a resposta 
dinâmica no interior do veículo e servir de referência para os trabalhos de investigação futuros 
a desenvolver nesta área. 
No âmbito da presente investigação pretende-se ainda desenvolver um sistema integrado de 
monitorização dinâmica de deslocamentos, acelerações e deformações dos subsistemas ponte e 
via, e que pode ser sincronizado com as medições nos veículos por intermédio de um sistema 
GPS. Para a medição de deslocamentos da ponte será desenvolvido um sistema inovador 
baseado em tecnologia vídeo que permite realizar medições sem contacto em pontos não 
acessíveis da estrutura.  
Outro objetivo da dissertação passa pelo desenvolvimento de metodologias de calibração de 
modelos numéricos com base na informação modal experimental. Estas metodologias realizam 
o ajuste de parâmetros dos modelos numéricos de modo a minimizar as diferenças das respostas 
numéricas em relação às respostas experimentais. Neste âmbito surgiu ainda a necessidade de 
desenvolver técnicas de emparelhamento automático dos parâmetros modais numéricos e 
experimentais que são essenciais para o sucesso da calibração experimental dos modelos. Neste 
trabalho pretende-se especificamente aplicar as metodologias de calibração desenvolvidas, que 
são baseadas em algoritmos de otimização robustos como os algoritmos genéticos, ao caso de 
uma ponte ferroviária, da via e de um veículo. Procura-se ainda realizar a validação 
experimental do sistema acoplado ponte-via-comboio, a partir da comparação das respostas 
dinâmicas medidas simultaneamente na ponte, nos veículos e na via, com as respostas obtidas 
através de análises numéricas capazes de reproduzir a complexidade de cada subsistema e da 
sua interação dinâmica. 
A estrutura da presente dissertação surge assim como uma consequência dos objetivos 
enunciados, tendo o respetivo texto sido organizado em oito capítulos. Nos parágrafos que se 
seguem é efetuada uma descrição sumária de cada um desses capítulos. 
No Capítulo 1, após se efetuar o enquadramento do tema da tese, são apresentados os principais 
objetivos da dissertação bem como caracterizados os capítulos que a compõem. 
No Capítulo 2 são abordados os aspetos gerais do comportamento dinâmico do sistema ponte-
comboio, procurando-se enquadrar os fenómenos que condicionam o seu desempenho com 
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base em trabalhos de investigação recentes. É dado especial destaque aos aspetos da modelação 
numérica e da caracterização experimental dos subsistemas ponte, via e comboio. São também 
descritas algumas metodologias de avaliação do comportamento dinâmico do sistema ponte-
comboio tendo em vista a verificação da estabilidade estrutural, da estabilidade do contacto 
roda-carril, da estabilidade da via e do conforto dos passageiros. 
No Capítulo 3 é realizada uma revisão das principais metodologias de análise dinâmica do 
sistema ponte-comboio, com especial destaque para as metodologias numéricas. Neste âmbito 
são abordados os aspetos do desenvolvimento de uma aplicação computacional baseada numa 
metodologia iterativa para a resolução do problema de interação dinâmica ponte-comboio, 
desenvolvida no programa MATLAB (2011). É dado especial enfâse à descrição das principais 
rotinas e sub-rotinas desenvolvidas para além de serem apresentados alguns casos de validação 
que incidiram na comparação das respostas dinâmicas obtidas com o programa desenvolvido e 
os programas FEMIX (2008) e ANSYS (2007). 
No Capítulo 4 são descritas as principais metodologias de calibração experimental de modelos 
numéricos de elementos finitos, com especial incidência nas metodologias assentes em 
parâmetros modais. Em particular, é dada uma visão mais detalhada acerca da metodologia de 
calibração de modelos numéricos iterativa baseada em algoritmos de otimização. Para o efeito 
serão abordados os principais blocos da implementação de uma metodologia deste tipo, 
nomeadamente, a análise de sensibilidade, as metodologias de análise modal, as técnicas de 
emparelhamento de modos de vibração e os algoritmos de otimização. Ao nível da análise de 
sensibilidade são descritas as análises de sensibilidade local e global. Relativamente à análise 
modal são apresentadas as soluções teóricas para o caso de sistemas com amortecimento 
viscoso do tipo proporcional e não proporcional. No que concerne à técnica de emparelhamento 
automático de modos são abordados alguns dos critérios mais utilizados, em particular os 
clássicos e os energéticos. Ao nível da otimização são descritos os principais algoritmos, 
nomeadamente os baseados em gradientes, em superfícies de resposta e os genéticos. Para o 
caso do algoritmo genético são descritos os operadores genéticos, a forma como é realizado o 
tratamento das restrições e as principais estratégias de otimização. É ainda descrita a 
implementação computacional da metodologia de calibração desenvolvida e que envolve o 
recurso aos programas MATLAB (2011), ANSYS (2007) e OptiSlang (2008). Finalmente é 
apresentada uma aplicação prática tendo em vista a avaliação do desempenho dos diferentes 
algoritmos de otimização. 
No Capítulo 5 é realizada a calibração experimental de um modelo numérico da ponte 
ferroviária de São Lourenço com base em parâmetros modais. O modelo numérico 
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tridimensional da ponte inclui o tabuleiro, os arcos, os elementos dos arcos, os aparelhos de 
apoio e a via ferroviária. Os ensaios experimentais envolvem os ensaios de vibração ambiental 
da ponte e o ensaio dinâmico da via, tendo em vista a determinação dos parâmetros modais de 
ambos os sistemas, em particular as frequências de vibração, as configurações modais e os 
coeficientes de amortecimento. O ensaio de vibração ambiental da ponte é realizado em duas 
fases, envolvendo, numa primeira fase, a monitorização do tabuleiro e, numa segunda fase, a 
monitorização do tabuleiro e dos arcos. A calibração dos modelos numéricos da via e da ponte 
é realizada separadamente por aplicação de uma metodologia iterativa baseada num algoritmo 
genético e envolve a realização de uma análise de sensibilidade, uma otimização e uma análise 
de correlação. No caso da ponte, a calibração é realizada com base na informação experimental 
de ambas as fases do ensaio de vibração ambiental. A otimização de ambos os modelos permite 
a obtenção dos valores ótimos de um conjunto alargado de parâmetros numéricos relacionados 
com as propriedades geométricas e mecânicas da via e da ponte. Por último, a análise de 
correlação realiza a comparação das respostas modais experimentais e numéricas, antes e após 
a calibração. 
No Capítulo 6 é realizada a calibração de um modelo numérico do comboio Alfa Pendular com 
base em parâmetros modais. O modelo numérico tridimensional desenvolvido para um dos 
veículos do comboio, o veículo BBN, envolve a modelação dos bogies, da caixa e do sistema 
passageiro-assento. Os ensaios experimentais do veículo BBN realizaram-se nas oficinas de 
manutenção da EMEF e envolvem ensaios dinâmicos da caixa, do bogie e do sistema 
passageiro-assento. O ensaio da caixa envolve a instrumentação da base da caixa através de 
acelerómetros tendo em vista a identificação das frequências e modos de vibração de corpo 
rígido e estruturais da caixa. O ensaio do bogie é realizado com a estrutura do bogie separada 
do restante veículo e envolve a monitorização da sua estrutura principal através de 
acelerómetros. Este ensaio é executado, numa primeira fase, com os amortecedores primários 
instalados e, numa segunda fase, sem os amortecedores primários, possibilitando a 
identificação das frequências e modos de vibração do bogie nas condições do ensaio. As 
características dinâmicas do sistema passageiro-assento são estimadas com base num ensaio 
dinâmico envolvendo a instrumentação da almofada e do assento com recurso a acelerómetros. 
A calibração do modelo numérico do veículo incide no comportamento dinâmico na direção 
vertical e é efetuada em duas fases. A primeira fase incide na calibração do modelo numérico 
do bogie nas condições do ensaio, considerando os parâmetros modais obtidos com e sem 
amortecedores primários. A segunda fase centra-se na calibração do modelo numérico 
completo do veículo. O processo de calibração dos modelos é realizado com base numa 
metodologia iterativa recorrendo a um algoritmo genético. Serão abordados com detalhe os 
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aspetos relacionados com a análise de sensibilidade, a otimização e a análise de correlação. No 
final é realizada a comparação dos parâmetros modais de um conjunto de modelos numéricos 
calibrados com os parâmetros modais do modelo inicial do veículo. 
No Capítulo 7 é apresentada uma análise dos efeitos dinâmicos induzidos por tráfego 
ferroviário na ponte de São Lourenço. Para o efeito foi realizada uma campanha experimental 
que envolveu um ensaio dinâmico sob ação de tráfego e uma campanha de medição das 
irregularidades da via. O ensaio sob ação de tráfego permitiu avaliar a resposta dinâmica em 
diversos pontos do tabuleiro e dos arcos, para além da resposta no interior de um veículo do 
comboio Alfa Pendular. A medição das irregularidades foi realizada através do veículo de 
inspeção de via EM 120 da REFER complementada com um nivelamento geométrico de 
precisão. A validação do sistema ponte-comboio foi precedida de um estudo de sensibilidade da 
resposta dinâmica do sistema em relação à modelação da ponte, do comboio e das 
irregularidades da via e ainda em relação a alguns parâmetros relacionados com a resolução do 
problema dinâmico. A validação dos modelos numéricos calibrados da ponte de São Lourenço 
e do comboio Alfa Pendular envolve a comparação dos resultados numéricos, obtidos com base 
em análises dinâmicas com interação ponte-comboio e inclusão das irregularidades, e 
experimentais, obtidos no ensaio com tráfego. A simulação do comportamento dinâmico da 
ponte de São Lourenço sob ação de tráfego foi realizada com base no modelo calibrado da 
ponte para a passagem do comboio Alfa Pendular, de comboios reais de alta velocidade e dos 
comboios regulamentares HSLM, com base numa metodologia de cargas móveis. Para além 
destas análises foi ainda avaliada a resposta dinâmica do comboio Alfa Pendular com base no 
modelo numérico com interação ponte-comboio incluindo o efeito das irregularidades da via. 
Neste âmbito procede-se à comparação da resposta dinâmica na base do assento e no 
passageiro, à avaliação das forças de contacto roda-carril e ao estudo da influência da 
localização do veículo e do ponto de controlo tomado como referência na avaliação da resposta 
dinâmica. Os resultados destas análises servem de base à verificação de aspetos relacionados 
com a segurança estrutural e da via e com o conforto dos passageiros. 
Finalmente, no Capítulo 8, são apresentadas as conclusões gerais do trabalho desenvolvido, 
bem como perspetivas em relação ao seu desenvolvimento futuro. 
 
2.1 
2. COMPORTAMENTO DINÂMICO DO SISTEMA PONTE-
COMBOIO 
2.1. INTRODUÇÃO 
As pontes ferroviárias, por estarem sujeitas a cargas móveis de elevada intensidade, são 
estruturas em que os efeitos dinâmicos podem atingir valores significativos. Estes efeitos 
assumem na atualidade uma importância crescente devido ao incremento da velocidade de 
circulação, quer nas vias existentes, quer em novas vias, como é o caso das destinadas a 
comboios de alta velocidade. 
A origem dos fenómenos dinâmicos deve-se, por um lado, à geração de forças de inércia na 
estrutura devido à passagem do comboio animado de velocidade e, por outro lado, à existência 
de irregularidades na via e nas rodas dos veículos, irregularidades essas que provocam forças 
de impacto na estrutura. Para além destes aspetos, a tipologia dos comboios atuais, que são 
caracterizados por um grande número de veículos e com um espaçamento regular entre eixos, 
pode levar à ressonância da estrutura, que tende tipicamente a ocorrer para velocidades acima 
dos 200 km/h (Figueiredo, 2007). 
Neste capítulo são abordados os aspetos gerais do comportamento dinâmico do sistema ponte-
comboio, procurando-se enquadrar os fenómenos que condicionam o seu desempenho com 
base em trabalhos de investigação recentes. São também abordados os aspetos da modelação 
dos diversos subsistemas, em particular da ponte, do comboio e da via, incluindo o contacto 
roda-carril e as irregularidades. Adicionalmente é ainda realizada a caracterização experimental 
do comportamento dinâmico dos diversos subsistemas baseada em ensaios dinâmicos. Por 
último, são descritas algumas metodologias de avaliação do comportamento dinâmico do 
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sistema ponte-comboio tendo em vista a verificação da estabilidade estrutural, da estabilidade 
do contacto roda-carril, da estabilidade da via e do conforto dos passageiros.  
2.2. ASPETOS GERAIS 
A segurança estrutural das pontes ferroviárias, em particular das pontes pertencentes a vias de 
alta velocidade, pode ser colocada em causa em situações de ressonância que tendem a ocorrer 
tipicamente para velocidades superiores a 200 km/h (ERRI D214/RP9, 2001).  
O fenómeno de ressonância resulta da atuação cíclica das cargas dos eixos dos comboios sobre 
a estrutura, com uma frequência coincidente com a frequência de um dos modos de vibração da 
estrutura. A atuação sincronizada das cargas com o movimento da estrutura tem como 
consequência o aumento da energia transmitida à ponte, resultando a ocorrência de 
deslocamentos e acelerações significativos (Ruiz, 2007).  
Na Figura 2.1, a título de exemplo, apresentam-se os registos de deslocamentos de uma ponte 
metálica com 50 m de vão, obtidos com base numa análise dinâmica para a passagem do 
comboio TGV Duplo às velocidades de 255 km/h e 375 km/h, esta última correspondente a 
uma velocidade de ressonância (Ribeiro, 2004). Para a velocidade de ressonância verifica-se 
um crescimento da resposta devido à passagem dos grupos de eixos regularmente espaçados 
associados às carruagens que é pontualmente perturbado pela passagem das locomotivas 
intermédias. 
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Figura 2.1 – Fenómeno de ressonância (Ribeiro, 2004)  
No caso de estruturas com um comportamento assemelhável ao de uma viga simplesmente 
apoiada as velocidades de ressonância (vres), podem ser estimadas através da seguinte 
expressão: 
i
Df
v
j
res =  
(2.1) 
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em que fj é a frequência relativa ao modo de vibração j, D é o espaçamento regular entre grupos 
de eixos e i pode tomar os valores 1, 2, 3,....  
Yang et al. (2004a) e Ruiz (2007) referem que a saída de cada carga do veículo da ponte, 
origina um movimento em vibração livre, do tipo sinusoidal, que sobreposto com os 
movimentos das restantes cargas pode dar origem a fenómenos de ressonância e de 
cancelamento da ressonância. Caso o desfasamento de tempo entre os movimentos induzidos 
pela saída de cada carga seja múltiplo do período 2pi/ω, em que ω é a frequência angular de 
vibração da ponte, a sobreposição dos diferentes harmónicos conduz a uma amplificação da 
resposta. Caso contrário, se os movimentos sinusoidais resultantes da saída de cada carga 
estiverem desfasados de um múltiplo ímpar de metade do período da estrutura, irá ocorrer um 
cancelamento da ressonância. Destas condições resultam as expressões que permitem 
quantificar as condições em que ocorrem os fenómenos de ressonância (2.2) e cancelamento de 
ressonância (2.3) em estruturas com um comportamento assemelhável ao de uma viga 
simplesmente apoiada (Ruiz, 2007): 
i
j
D
L
=                  com    i =1,2,3,...   e   j =1,2,3,... (2.2) 
 
i
j
D
L 50,0−
=       com    i =1,2,3,...   e   j =1,2,3,... (2.3) 
Ambas as expressões dependem apenas de parâmetros geométricos, em particular do vão da 
ponte (L) e do espaçamento regular entre grupos de eixos. 
Ribeiro (2004), Ruiz (2007) e Figueiredo (2007) apontam alguns parâmetros que influenciam a 
resposta da estrutura em ressonância, nomeadamente a massa e a rigidez da estrutura, o 
amortecimento, mas também o fenómeno da interação ponte-comboio. 
Os níveis de amplificação de uma ponte são inversamente proporcionais à sua massa, pelo facto 
de esta conduzir a um acréscimo das forças de inércia que se opõem diretamente à ação do 
comboio (Figueiredo, 2007). Por sua vez, a alteração da rigidez do tabuleiro tem repercussão 
direta na deformabilidade da estrutura sob ações de tráfego. Na Figura 2.2 apresenta-se, a título 
de exemplo, os valores máximos dos deslocamentos e acelerações para a passagem do comboio 
Virgin sobre uma ponte simplesmente apoiada com vão igual a 15 m, em função da velocidade, 
considerando diferentes cenários da distribuição da massa e rigidez (Rigueiro, 2007). Os 
gráficos mostram que o aumento da massa distribuída da estrutura provoca a diminuição das 
acelerações, mas não afeta os valores máximos dos deslocamentos. Por sua vez, a diminuição 
da rigidez leva ao aumento dos deslocamentos máximos, mas não influencia os valores 
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máximos de aceleração. A variação destes dois parâmetros tem implicação direta nas 
frequências de vibração da estrutura e, consequentemente, nas velocidades ressonantes. 
  
 
 
a) b) 
Figura 2.2 – Valores máximos do deslocamento e aceleração para a passagem do comboio Virgin sobre 
uma ponte simplesmente apoiada com vão igual a 15 m, em função da velocidade, considerando 
diferentes cenários de distribuição de: a) massa; b) rigidez (adaptado de Rigueiro (2007)) 
O amortecimento da ponte resulta do amortecimento material (aço, betão, etc.) e também do 
amortecimento resultante da dissipação localizada em juntas ou apoios da estrutura ou mesmo 
de elementos não estruturais, em particular do balastro. O amortecimento é um fator 
preponderante na resposta dinâmica em condições de ressonância, já que uma sobrestimação do 
valor do amortecimento pode levar a uma subestimação da resposta da estrutura.  
Da interação dinâmica ponte-comboio resulta a transferência de energia entre a estrutura e o 
veículo, nomeadamente para as suas suspensões primárias, e que permite reduzir 
significativamente a resposta dinâmica da ponte (ERRI D214/RP4, 1999). Este fenómeno é 
especialmente relevante em pontes de pequeno vão, com vãos compreendidos entre 10 m e 
20 m, para as quais a energia transmitida para os veículos não é retransmitida para a estrutura, 
já que neste caso a reversão das suspensões ocorre já com o comboio fora da estrutura (Ribeiro, 
2004). 
Comportamento dinâmico do sistema ponte-comboio 
2.5 
As vibrações induzidas sob ação do tráfego ferroviário podem também originar variações de 
tensão significativas nos elementos estruturais, cuja repetição sucessiva ao longo do seu 
período de vida útil pode conduzir a fenómenos de degradação progressiva por fadiga dos 
materiais. Essa degradação traduz-se no aparecimento de fendas, cujo posterior 
desenvolvimento pode conduzir ao colapso da estrutura. Este fenómeno pode ser bastante 
agravado em situações de ressonância, nas quais as variações de tensão são amplificadas 
(Ribeiro, 2004).  
Após a entrada em serviço das primeiras linhas de alta velocidade, alguns problemas foram 
detetados na camada de balastro sobre as pontes. Campanhas de inspeção na linha da SNCF 
TGV Sud, entre Paris e Lyon, detetaram que inúmeras pontes de pequeno vão (entre os 14 e 20 
m) apresentavam desalinhamentos da via devido a migrações laterais do balastro. A perda da 
resistência lateral assegurada pela camada de balastro conduz ao desalinhamento da via e, em 
última análise, à encurvadura da via. Este fenómeno obrigava à antecipação das operações de 
manutenção da via, com repercussões em termos económicos e de operação da linha 
(ERRI D214/RP9, 2001). Estudos levados a cabo pela comissão D214 do ERRI (2001) 
revelaram que tais fenómenos são resultado das acelerações excessivas dos tabuleiros induzidas 
pela passagem dos comboios a velocidades elevadas.  
A instabilidade da camada de balastro também poderá ocorrer nas extremidades do tabuleiro 
como resultado dos deslocamentos relativos que tendem a verificar-se entre travessas e balastro 
devido ao deslocamento longitudinal do tabuleiro (Figura 2.3 a)) e à elevação do carril devida à 
rotação da secção de extremidade do tabuleiro (Figura 2.3 b)) (Baeßler et al., 2012; Calçada, 
1995).  
 
 
a) b) 
Figura 2.3 – Movimento do tabuleiro nas extremidades: a) deslocamento longitudinal; b) elevação do 
carril (Baeßler et al., 2012) 
Albuquerque (2008) estudou o comportamento dinâmico de uma ponte com tabuleiro 
ortotrópico, constituído por vigas transversais e longitudinais solidarizadas por chapa metálica, 
tendo concluído que as acelerações do tabuleiro dependem essencialmente do contributo de 
modos locais envolvendo a flexão da chapa metálica, carlingas e longarinas, e com frequências 
superiores a 20 Hz. O autor salienta ainda a influência dos coeficientes de amortecimento dos 
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modos locais nos valores máximos da aceleração vertical do tabuleiro. Nas análises dinâmicas 
os coeficientes de amortecimento dos modos de vibração da ponte foram definidos com base 
nas indicações da EN 1991-2, considerando o comprimento de deformabilidade associado a 
cada modo. Os valores dos coeficientes de amortecimento dos modos locais, considerados 
iguais a 2,5 %, foram superiores aos coeficientes de amortecimento dos modos globais, iguais a 
0,5 %. 
Horas (2011) constatou que os modos locais da laje superior de um tabuleiro em viga pré-
fabricada, com frequências compreendidas entre 30 Hz e 60 Hz, têm um contributo muito 
importante na resposta em aceleração da laje. Este autor constatou ainda que os valores de 
amortecimento destes modos, definidos com base nos valores prescritos pela EN1991-2, 
conduziram a valores das acelerações muito elevados quando comparados com os valores 
experimentais. Este facto parece indiciar que os valores propostos regulamentarmente não são 
aplicáveis ao caso de modos de vibração locais.  
Em ERRI D214/RP8 (1999) salienta-se a dificuldade na definição de uma banda fixa de 
frequências a ter em conta para a determinação da aceleração. Neste relatório são apresentados 
os resultados de medições de uma ponte em betão armado de uma linha da RENFE, com 
15,8 m de vão e uma frequência fundamental de 13,5 Hz. Os valores máximos da aceleração a 
meio vão para diversas velocidades, obtidas com base em registos aos quais foram aplicados 
filtros do tipo passa-baixo com frequências de corte (fc) iguais a 20, 25 e 30 Hz, encontram-se 
indicados no Quadro 2.1. Os valores obtidos para fc=25 Hz correspondem a cerca de 70 % a 
80 % dos valores obtidos para fc=30 Hz; os valores para fc=20 Hz correspondem por sua vez a 
cerca de 50 % a 60 % dos mesmos valores. 
Quadro 2.1 – Acelerações máximas registadas para a passagem do comboio Corail em função da 
frequência de corte do filtro aplicado (adaptado de ERRI D214/RP9 (2001))    
Filtragem a 20 Hz Filtragem a 25 Hz Filtragem a 30 Hz
116 0,70 1,00 1,37
133 0,99 1,74 2,49
135 1,29 1,69 2,13
137 0,96 1,68 2,37
145 0,79 0,96 1,26
Aceleração máxima [m/s2]
Velocidade [km/h]
 
Na Figura 2.4 encontram-se ilustrados dois registos relativos à aceleração vertical, filtrados 
para 20 Hz e 100 Hz, obtidos para a passagem do comboio Corail na referida ponte. Estes 
registos põem em evidência a importância da frequência de corte do filtro na avaliação desta 
grandeza. 
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Figura 2.4 – Registos de aceleração a meio vão filtrados aos 20 Hz e 100 Hz para a passagem do 
comboio Corail à velocidade de 133 km/h (ERRI D214/RP9, 2001) 
A inclusão da via-férrea nos modelos numéricos das pontes é também um fator importante 
devido ao efeito de degradação das cargas ferroviárias e ao efeito compósito via-ponte.  
Museros et al. (2002) concluíram que a influência da distribuição longitudinal da carga pelas 
travessas e camada de balastro na resposta dinâmica da ponte é pouco significativa em pontes 
com vãos superiores a 10 m, comparativamente ao modelo de cargas concentradas (Figura 2.5). 
 
Figura 2.5 – Efeito da degradação longitudinal das cargas ferroviárias 
Norris (2005) refere que o comportamento dinâmico de pontes com vãos inferiores a 5 m pode 
ser melhorado pela utilização de carris adicionais, ligados às travessas em alinhamentos 
exteriores aos carris e com continuidade para o lado de cada um dos encontros. Estes carris 
adicionais permitem uma melhor distribuição longitudinal das cargas de tráfego e podem levar 
a uma redução entre 15 % a 20 % dos valores máximos da aceleração vertical do tabuleiro. 
Van Bogaert (2005) mostrou a importância da degradação longitudinal e transversal das cargas 
ferroviárias ao nível das acelerações no tabuleiro de uma ponte contínua constituída por 4 
tramos, com vãos iguais a 19,2 m + 2 x 23,5 m + 19,2 m, e com tabuleiro em betão armado 
com 1,0 m de espessura e 14,4 m de largura. Na Figura 2.6 ilustram-se os mapas de acelerações 
verticais obtidos para a passagem sobre a ponte do comboio Thalys a uma velocidade de 
300 km/h, com e sem degradação das cargas. Os níveis de aceleração obtidos com degradação 
das cargas são inferiores aos obtidos sem degradação das cargas. 
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a) b) 
Figura 2.6 – Mapa de acelerações verticais no tabuleiro da ponte de Aa (LAV Paris-Bruxelas) para a 
passagem do comboio Thalys à velocidade de 300 km/h: a) com degradação das cargas; b) sem 
degradação das cargas (Van Bogaert, 2005)  
Rauert et al. (2010) estudaram o efeito de interação devido à continuidade da camada de 
balastro em pontes do tipo ‘filler-beam’ constituídas por dois meios tabuleiros (Figura 2.7 a)). 
Com base em resultados experimentais observaram a ocorrência de uma transferência de carga 
do tabuleiro carregado para o tabuleiro descarregado (Figura 2.7 b)) devido à rigidez do 
balastro na zona da junta longitudinal entre os tabuleiros. No âmbito deste estudo, os autores 
constataram ainda que o efeito compósito entre os carris e a estrutura, através da camada de 
balastro, e a continuidade do balastro entre os dois meios tabuleiros, originam um aumento 
significativo da rigidez da estrutura. 
  
 
a) b) 
Figura 2.7 – Efeito da transferência de carga entre o tabuleiro carregado e o tabuleiro não carregado 
(adaptado de Rauert et al. (2010))  
No âmbito de ensaios dinâmicos sob ação de tráfego realizados a 6 viadutos da rede austríaca 
de alta velocidade, Rebelo et al. (2008) constataram a existência de não linearidades durante a 
passagem de tráfego ferroviário, em particular as associadas ao comportamento da camada de 
balastro e dos aparelhos de apoio. Neste estudo todos os viadutos analisados são constituídos 
por dois tabuleiros estruturalmente independentes em betão pré-esforçado, ligados 
superiormente pela camada de balastro, e com vãos compreendidos entre 5,75 m e 23,50 m. Os 
modelos numéricos dos viadutos envolveram a modelação simplificada das não linearidades do 
balastro, através de molas verticais a unirem os dois tabuleiros simulando nesta direção a 
resistência do balastro ao corte (Figura 2.8 a)), e dos apoios, por intermédio de molas 
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horizontais localizadas nas extremidades dos tabuleiros e que simulam as restrições inerentes à 
continuidade da via-férrea e ao impedimento de translação longitudinal dos apoios (Figura 2.8 
b)). A inclusão destes elementos nos modelos dos viadutos foi decisiva para o acerto das 
respostas dinâmicas numéricas e experimentais, nomeadamente em termos das acelerações do 
tabuleiro. O acoplamento entre tabuleiros vizinhos, devido à continuidade da camada de 
balastro, foi também identificado por via experimental atendendo que a passagem de tráfego 
num tabuleiro foi percetível na resposta dinâmica do tabuleiro vizinho. 
 
 
a) b) 
Figura 2.8 – Detalhes da modelação numérica de um viaduto ferroviário: a) junta longitudinal entre 
tabuleiros (adaptado de Rebelo et al. (2008)); b) aparelho de apoio (adaptado de Rigueiro (2007)) 
As irregularidades da via são também responsáveis pela geração de vibrações na ponte e no 
comboio podendo colocar em risco, por exemplo, a integridade dos elementos da via e do 
comboio, o conforto dos passageiros, a estabilidade do contacto roda-carril ou mesmo 
induzirem vibrações nas zonas vizinhas da via (ERRI D214/RP9, 2001).  
Na Figura 2.9 são identificados os elementos dos veículos, e os respetivos valores das 
frequências de vibração, que apresentam uma maior interação com as irregularidades da via 
considerando as velocidades de circulação correntes em linhas de alta velocidade (Esveld, 
2005). São ainda identificados os fenómenos que podem ser desencadeados pela excitação, 
nomeadamente associados à variação das forças dinâmicas roda-carril e ao desconforto dos 
passageiros.  
 
Figura 2.9 – Elementos dos veículos com maior interação com as irregularidades da via para circulação 
de comboios a alta velocidade (Esveld, 2005) 
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As irregularidades da via e das rodas dos veículos associadas a comprimentos de onda 
inferiores a 10 m são responsáveis pela ocorrência de forças dinâmicas que podem ser 
causadoras da degradação da via ferroviária. Nas situações em que as frequências de vibração 
do material circulante, em particular dos bogies, eixos e rodas, da via e do próprio contacto 
roda-carril, são próximas das frequências da excitação, o processo de degradação da via é 
acelerado.  
Para comprimentos de onda superiores a 10 m, as frequências da excitação tendem a 
aproximarem-se das frequências dos modos de vibração da caixa, podendo colocar em risco o 
conforto dos passageiros. No caso dos modos de vibração de corpo rígido da caixa, as 
velocidades críticas do veículo para o modo de translação, v1, e para o modo de rotação, v2, são 
dadas pelas expressões (Iwnicki, 2006): 
if
m
p
v =1  (2.4) 
if
m
p
v
2
12
−
=  (2.5) 
onde p é o afastamento regular entre grupos de eixos, m é um número inteiro e fi a frequência 
do modo de vibração em causa. Na Figura 2.10 são ilustrados alguns dos comprimentos de 
onda críticos para cada modo de corpo rígido do veículo. 
 
Figura 2.10 – Comprimentos de onda críticos para os movimentos de corpo rígido do veículo (Iwnicki, 
2006)  
As forças dinâmicas de impacto entre a roda e o carril são muitas vezes causadas por defeitos 
nas rodas dos veículos. São disso exemplos os lisos das rodas (Figura 2.11 a)), que surgem 
quando há deslizamento da roda sobre o carril sem rotação, e as rodas deformadas ou 
corrugadas (Figura 2.11 b)). 
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a) b) 
Figura 2.11 – Defeitos das rodas: a) liso da roda (Vale, 2010); b) roda corrugada (adaptado de 
Steenbergen (2008)) 
Na Figura 2.12 representam-se esquematicamente as forças de interação comboio-via devido 
aos efeitos quasi-estáticos, e aos efeitos dinâmicos devidos a uma via com defeitos e à 
passagem de uma roda com liso. Para este último caso a magnitude das forças dinâmicas é 
habitualmente alta, com duração no tempo muito curta, entre 2 e 10 ms, e com frequências 
elevadas.  
 
Figura 2.12 – Defeitos das rodas: efeito quasi-estático e efeitos dinâmicos (Barbosa, 2009) 
Karoumi et al. (2005) e Norris (2005) referem que a presença de defeitos nas rodas ou de 
irregularidades pontuais na via podem ser identificadas com base nos registos de acelerações 
medidas no tabuleiro de pontes ferroviárias, de acordo com os picos visíveis nos registos de 
acelerações apresentados na Figura 2.13.  
 
Figura 2.13 – Deteção de defeitos das rodas ou irregularidades pontuais com base em registos de 
acelerações em pontes ferroviárias (Norris, 2005) 
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O conforto dos passageiros é também afetado pelas vibrações a que ficam sujeitas as caixas das 
carruagens aquando da passagem do comboio pelas pontes, as quais são devidas quer à 
deformação da estrutura, quer aos defeitos de nivelamento e às irregularidades da via e das 
rodas (Calçada, 1995). 
Neste âmbito, a utilização de modelos de veículos com componentes flexíveis tem assumido 
relevância atendendo a que diversos autores, tais como Iwinicki (2006), Carlbom (2000), Diana 
et al. (2002) e Tomioka et al. (2006) demonstraram a importância dos modos de flexão da caixa 
na resposta em acelerações no interior do veículo. 
Na Figura 2.14 apresentam-se os registos de acelerações verticais a meio vão da caixa do 
veículo ETR e respetivas funções de resposta em frequência obtidos por via numérica, 
considerando a caixa rígida e flexível, e por via experimental (Diana et al., 2002). Os resultados 
foram obtidos com um veículo em circulação em plena via a uma velocidade de 220 km/h e 
demonstram que a consideração da flexibilidade da caixa do veículo é fundamental para se 
obter uma boa concordância com os resultados experimentais. O contributo significativo do 
modo de flexão da caixa, com uma frequência próxima de 7 Hz, surge no registo experimental 
associado a uma importante amplitude do espetro e foi bem aproximado no modelo numérico 
com caixa flexível. 
 
 
 
 
 
 
a) b) c) 
Figura 2.14 – Registos de acelerações verticais a meio vão da caixa do veículo ETR e respetivas funções 
de resposta em frequência obtidos por via: a) numérica (caixa rígida); b) numérica (caixa flexível); c) 
experimental (Diana et al., 2002) 
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Diana et al. (2002) demonstraram ainda a importância do contributo dos modos locais para a 
resposta dinâmica da caixa, nomeadamente os associados a variações da massa e rigidez da 
caixa como sucede, por exemplo, com a suspensão de equipamentos pesados no sub-leito da 
caixa do veículo. Na Figura 2.15 apresenta-se um dos modos locais da caixa do veículo que 
neste caso se encontra acoplado ao modo de flexão da caixa. 
 
Figura 2.15 – Modo de vibração local da base da caixa do veículo (Diana et al., 2002) 
Na Figura 2.16 apresentam-se os registos de acelerações verticais a meio vão da caixa do 
veículo ETR, e respetivas funções de resposta em frequência, obtidos por via numérica e 
considerando o veículo em circulação às velocidades de 180 e 220 km/h, sob influência das 
irregularidades da via. Os resultados mostram que a resposta dinâmica dos veículos é muito 
influenciada pela velocidade de circulação. As frequências da excitação geradas pela passagem 
do veículo sobre as irregularidades dependem da velocidade, pelo que nas situações em que os 
seus valores se aproximam das frequências dos modos estruturais da caixa, em particular do 
modo de flexão, originam maiores amplificações da resposta dinâmica (Diana et al., 2002). 
 
 
 
 
a) b) 
Figura 2.16 – Registos de acelerações verticais a meio vão da caixa do veículo ETR e respetivas funções 
de resposta em frequência obtidos por via numérica à velocidade de: a) 180 km/h; b) 220 km/h      
(Diana et al., 2002) 
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2.3. ASPETOS DE MODELAÇÃO 
2.3.1. Modelação da ponte 
Dieleman e Fournol (2003) referem que as formas correntes de modelação de pontes são 
inadequadas para pontes de pequeno vão. Para estas estruturas constata-se, geralmente, uma 
grande disparidade entre os resultados das acelerações obtidos por via numérica e experimental, 
conforme ilustrado na Figura 2.17 a). A deficiente modelação da ponte está relacionada com 
(Figura 2.17 b)): i) a definição do vão estrutural; ii) a imperfeita modelação do comportamento 
transversal da ponte; iii) a incorreta contabilização da rigidez dos encontros, nomeadamente o 
efeito friccional entre a ponte e o balastro; iv) a não inclusão da via, especialmente quando o 
carril é contínuo, devido ao efeito compósito via-estrutura, para além da alteração da 
distribuição das cargas; v) a modelação do comboio apenas como um conjunto de cargas 
móveis, desprezando os fenómenos de interação entre este e a via. 
 
 
a) b) 
Figura 2.17 – Comportamento dinâmico de pontes de pequeno vão: a) comparação de resultados 
experimentais e numéricos; b) modelo estrutural (adaptado de Dieleman e Fournol (2003)) 
A comissão de especialistas D214 do ERRI (ERRI D214/RP2, 1999) refere um conjunto de 
recomendações para a modelação numérica do comportamento dinâmico de várias tipologias de 
pontes ferroviárias, nomeadamente as pontes com tabuleiro em laje de betão armado, pontes 
integrais e em pórtico, tabuleiros em viga caixão de betão pré-esforçado ou metálico, tabuleiros 
ortotrópicos, tabuleiro constituídos por vigas múltiplas de betão ou metálicas, tabuleiros do tipo 
‘filler-beam’, pontes em arco metálico, entre outras. 
Na simulação da passagem de tráfego em pontes ferroviárias as propriedades mecânicas do 
betão devem ser corrigidas para atender à velocidade de deformação resultante da aplicação 
rápida das cargas de tráfego. Na Figura 2.18 é ilustrada a influência da taxa de carregamento da 
estrutura nas propriedades mecânicas do betão, em particular na resistência à compressão e no 
módulo de deformabilidade, baseada em ensaios experimentais. Em estruturas sob ação de 
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tráfego ferroviário a alta velocidade a taxa de carregamento ronda 500 N/mm2/s, pelo que as 
propriedades mecânicas do betão tendem a aumentar até ao máximo de 15 %, tomando como 
referência os valores resultantes da aplicação estática das cargas.  
 
Figura 2.18 – Influência da taxa de carregamento nas propriedades mecânicas do betão 
(ERRI D214/RP2, 1999) 
A comissão de especialistas D214 do ERRI realizou ainda o estudo dinâmico de uma estrutura 
em betão armado do tipo pórtico, com vão igual a 27 m e uma espessura da laje igual a 1,50 m, 
tendo demonstrado que o deslocamento a meio vão sob ação do modelo de cargas LM71 é 
muito influenciado pela consideração da fendilhação do betão (ERRI D214/RP2, 1999). O 
valor deste deslocamento é igual a 9,5 mm, num modelo não fendilhado, e 14,5 mm num 
modelo parcialmente fendilhado. 
Na Figura 2.19 são apresentados os valores máximos da aceleração vertical, para a passagem 
do comboio TGV, num vão intermédio de um viaduto contínuo com secção mista aço-betão, 
em função da velocidade (Calçada and Delgado, 2007). Foram admitidas duas situações de 
análise correspondentes a considerar: i) as secções do tabuleiro não fendilhadas e ii) as secções 
fendilhadas nas zonas dos apoios. A fissuração da laje nas zonas de apoio é tida em conta na 
análise mediante uma redução da rigidez de flexão segundo a direção longitudinal, do seu valor 
não fissurado para um valor fissurado, no qual se consideram apenas as armaduras contidas na 
largura efetiva de laje. Em geral, os maiores valores das acelerações foram obtidos para a 
situação com as secções fendilhadas sobre os apoios. 
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Figura 2.19 – Influência da fendilhação do betão na zona dos apoios nos valores máximos da aceleração 
vertical do tabuleiro (Calçada and Delgado, 2007) 
UIC G776 (2007) refere a importância da consideração do efeito de pré-compressão da secção 
devido à aplicação de pré-esforço e do estado de tensão dos elementos estruturais da ponte, 
atendendo à sua possível influência nos valores das frequências de vibração da estrutura. 
2.3.2. Modelação da via 
Os modelos dinâmicos da via balastrada são geralmente realizados recorrendo a uma 
formulação de elementos finitos que pode apresentar diferentes níveis de complexidade, 
nomeadamente: i) considerarem parte ou a totalidade dos elementos constituintes da via; 
ii) considerarem o comportamento dinâmico na direção vertical, transversal, longitudinal ou a 
combinação de algumas destas direções, e iii) serem planos ou tridimensionais. 
Relativamente aos modelos planos, o modelo de via mais simples consiste numa sucessão de 
molas e amortecedores verticais que estabelecem a ligação dos carris à ponte (Figura 2.20 a)) 
(Lou, 2005). Os carris são modelados através de uma viga contínua com condições fronteira 
nas suas extremidades capazes de simular a continuidade. A principal desvantagem deste 
modelo prende-se com a impossibilidade em traduzir a influência dos elementos da via não 
englobados da modelação, nomeadamente as travessas e o balastro, na resposta dinâmica da 
estrutura. 
Uma evolução deste modelo consistiu na inclusão da ligação longitudinal entre os carris e a 
estrutura por intermédio de molas e amortecedores longitudinais (Figura 2.20 b)) (Yang et al., 
2004b). Este modelo permite considerar o efeito compósito entre o carril e a estrutura devido à 
transmissão de tensões de corte longitudinais através da camada de balastro. 
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a) 
 
b) 
 
c) 
Figura 2.20 – Modelos planos da via-férrea (adaptado de Rigueiro (2007)) 
O modelo de via mais complexo (Figura 2.20 c)) simula as travessas e o balastro através de 
massas suspensas que estão ligadas entre si, e ligadas superiormente aos carris e inferiormente 
à estrutura, por intermédio de molas e amortecedores (ERRI D214/RP5, 1999; Zhai et al., 
2004). As ligações mola-amortecedor entre a travessa e o carril simulam a rigidez e o 
amortecimento das palmilhas. As ligações mola-amortecedor entre o balastro e a travessa, e 
entre o balastro e a estrutura, simulam a rigidez e o amortecimento dessas interfaces. Wu e 
Thompson (2003) salientam que este modelo tem a vantagem de traduzir adequadamente o 
carácter discreto do apoio conferido pelas travessas ao carril. Para além disso, este modelo 
permite considerar todos os componentes da via e a sua influência na resposta dinâmica da 
estrutura. A limitação destes modelos prende-se com a dificuldade em caracterizar os 
parâmetros a atribuir a cada elemento da via, uma vez que a bibliografia disponibiliza valores 
com variações significativas. Zhai et al. (2004) propõem ainda o melhoramento do modelo 
proposto através da inclusão de molas e amortecedores a unirem as massas suspensas do 
balastro e que reproduzem a rigidez e o amortecimento por corte da camada de balastro    
(Figura 2.21). 
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Figura 2.21 – Modelação da via considerando rigidez e amortecimento ao corte da camada de balastro 
(adaptado de Zhai et al. (2004))  
Os modelos tridimensionais permitem simular de forma mais adequada os diferentes 
componentes da via e considerar geometrias complexas, possibilitando uma análise mais 
rigorosa do comportamento da via. Alguns destes modelos aproveitam a simetria da plataforma 
da via para reduzir a dimensão do modelo numérico (Alves Ribeiro et al., 2009), sendo que em 
modelos de grandes dimensões, são muitas vezes aplicadas técnicas de subestruturação que 
condensam grupos de elementos finitos em superelementos, reduzindo o número total de graus 
de liberdade e o tempo de cálculo das análises (Schmitt, 2006). Estes modelos têm sido 
utilizados na análise da propagação das vibrações induzidas por tráfego (Galvín and 
Domínguez, 2007) e na análise do comportamento dinâmico de zonas de transição 
(Alves Ribeiro et al., 2009).  
A inclusão de modelos tridimensionais da via em modelos numéricos de pontes ferroviárias 
vem também descrita nos trabalhos de Chellini e Salvatore (2007), Zabel e Brehm (2009a), 
Horas (2011) e Carvalho (2011). No caso das pontes estes modelos permitem a inclusão direta 
do efeito compósito via-ponte, a degradação mais eficiente das cargas ferroviárias e a 
simulação do efeito de continuidade da via entre tabuleiros vizinhos e entre o tabuleiro e o 
aterro. Na Figura 2.22 apresentam-se alguns exemplos de modelos numéricos de elementos 
finitos de pontes ferroviárias que incluem a modelação da via. Horas (2011) e Carvalho (2011) 
simulam o balastro, as travessas e as palmilhas por intermédio de elementos finitos de volume, 
enquanto os carris são modelados através de elementos finitos de viga. Zabel e Brehm (2009a) 
modelam as travessas e os carris através de elementos de viga, enquanto as palmilhas e o 
balastro são modelados através de elementos mola-amortecedor, reduzindo a dimensão do 
problema numérico. 
Carril 
Palmilha 
Travessa 
Balastro 
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a) 
 
 
b) c) 
Figura 2.22 – Modelos tridimensionais de pontes ferroviárias incluindo a modelação da via: a) ponte de 
Erftal (Zabel and Brehm, 2009a); b) viaduto de Alverca (Horas, 2011); c) ponte de Canelas (Carvalho, 
2011) 
Os modelos numéricos da via assumem geralmente o comportamento linear e elástico dos 
materiais dos seus elementos. Schmitt (2006) considera que esta hipótese não é válida para o 
caso do balastro atendendo à grandeza das tensões e deformações a que é submetido. Este autor 
salienta a importância da consideração de modelos não lineares do comportamento do balastro 
que atendam a que: i) a deformabilidade do balastro sob as travessas é superior 
comparativamente à deformabilidade do balastro entre as travessas; ii) o balastro não resiste a 
tensões de tração, e iii) o balastro apresenta um aumento da rigidez com o aumento do número 
de ciclos de carga. 
2.3.3. Modelação do contacto roda-carril 
A interação normal entre a roda de um veículo e o carril é um fenómeno complexo de contacto 
de dois corpos, não linear, e que envolve a caracterização da superfície de contacto e das 
tensões geradas quando os dois corpos exercem pressão entre eles. O problema do contacto 
roda-carril pode ser traduzido com recurso ao modelo de Hertz (Calçada, 1995; Esveld, 2001) 
ou através do método dos elementos finitos (Iwnicki, 2006; Peixoto, 2008). 
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O modelo de Hertz considera que a deformação elástica da roda e do carril cria uma superfície 
de contacto elíptica (Figura 2.23 a)). As dimensões da elipse de contacto são função da força 
normal atuante, da curvatura da roda e do perfil da mesa de rolamento do carril. A área de 
contacto apresenta uma distribuição de pressões semi-elíptica, com o valor máximo a ocorrer 
no centro (Figura 2.23 b)). 
 
 
 
 
a) b) 
Figura 2.23 – Teoria de Hertz: a) superfície elíptica de contacto; b) distribuição das tensões de contacto 
(Peixoto, 2008) 
O modelo de Hertz é válido caso se verifiquem os seguintes pressupostos (Iwnicki, 2006): i) a 
superfície de contacto é pequena em relação aos raios de curvatura de ambos os corpos; ii) o 
contacto dá-se sem atrito de forma a garantir o desacoplamento do problema normal em relação 
ao tangencial; iii) as deformações decorrentes do contacto normal são pequenas e elásticas, e 
iv) os corpos em contacto não são rugosos. No caso da interação roda-carril na direção normal, 
o modelo de Hertz tem sido muito utilizado, apesar do seu carácter aproximado, essencialmente 
pelo facto das geometrias dos corpos em contacto serem complexas. 
A relação não linear entre a força de contacto transmitida pela roda, F, e o deslocamento 
relativo entre a roda e o carril na zona de contacto, δ, é dada pela seguinte expressão (Nguyen 
et al., 2009): 
2
3
δcF =  (2.6) 
em que a constante Hertziana (c) é igual a: 
( ) ( )4
1
213
2
cr rr
E
c
ν−
=  (2.7) 
onde E e ν representam o módulo de deformabilidade e o coeficiente de Poisson do aço da roda 
e do carril, admitindo o mesmo material para ambos os elementos, rr o raio da roda e rc o raio 
da mesa de rolamento do carril. No âmbito do cálculo dinâmico do sistema ponte-veículo, a 
rigidez de contacto Hertziano é muitas vezes linearizada, resultando uma relação linear entre a 
força de contacto e o deslocamento relativo entre a roda e o carril:  
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δrcKF =  (2.8) 
A rigidez linearizada ou tangente (Krc) pode ser calculada a partir da primeira derivada da força 
de contacto em relação ao deslocamento δ, ou seja: 
3
2
3
1
2
3
cF
d
dFK rc == δ  
(2.9) 
em que a força de contacto é na maioria das situações considerada igual à carga estática da 
roda. A inclusão da Expressão (2.7) na expressão anterior resulta (Nguyen et al., 2009): 
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(2.10) 
A análise de problemas de contacto complexos e de carácter mais local, como sucede em zonas 
onde ocorrem variações bruscas das forças de contacto, como zonas de via com defeitos do 
carril e zonas de transição aterro-ponte, é geralmente realizada com base numa lei de variação 
de rigidez não linear e no método dos elementos finitos.  
Na Figura 2.24 ilustra-se um exemplo de modelação numérica do contacto roda-carril, em que 
foram utilizados elementos finitos de volume para a modelação do carril, das palmilhas e de 
uma porção da roda (Alves Ribeiro, 2012). Neste modelo a massa correspondente a meio eixo 
encontra-se distribuída na roda, enquanto a parte superior da roda, onde é aplicada a carga, foi 
modelada com um material mais rígido de forma a permitir uma melhor distribuição das 
tensões geradas na zona de aplicação da carga.  
 
Figura 2.24 – Modelo de elementos finitos de análise do contacto roda-carril (Alves Ribeiro, 2012) 
O contacto roda-carril é estabelecido ao longo de toda a dimensão transversal do carril e da 
roda. Inicialmente apenas ocorre contacto num alinhamento de nós, posteriormente, e em 
resultado da aplicação da carga, a zona de contacto aumenta como resultado da deformação dos 
corpos. Na zona de contacto a discretização dos corpos deverá ser fina de forma a traduzir 
adequadamente o campo de tensões o que conduz, geralmente, a tempos de cálculo muito 
elevados.  
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2.3.4. Modelação das irregularidades 
As irregularidades da via podem ser classificadas em distribuídas ou pontuais (Vale, 2010).  
As irregularidades distribuídas são essencialmente irregularidades geométricas resultantes da 
degradação ou deformação permanente das camadas da via ou do carril, ou da deformação das 
estruturas subjacentes, como é o caso das pontes. São ainda exemplos deste tipo de 
irregularidades, as irregularidades devidas a variações periódicas da rigidez vertical da via, 
associadas a variações da elasticidade do balastro, do sub-balastro ou do aterro e as associadas 
ao desgaste ondulatório do carril, às juntas soldadas do carril ou mesmo à ondulação da 
superfície do carril devido ao seu processo de fabrico (Frýba, 1996). Estas irregularidades, na 
direção vertical, são geralmente avaliadas com base na variação do nivelamento longitudinal, 
na variação do alinhamento transversal e no empeno da via-férrea (Vale, 2010).  
As irregularidades pontuais estão relacionadas com a ocorrência de singularidades, como por 
exemplo, o ressalto na zona de transição entre o aterro e a ponte, os aparelhos de mudança de 
via, um aparelho de dilatação do carril, uma travessa não apoiada, entre outras (Frýba, 1996; 
Rigueiro, 2007). 
As irregularidades distribuídas ao longo da via podem ser periódicas ou aleatórias (Vale, 2010).  
As irregularidades periódicas são definidas por intermédio de uma expressão sinusoidal, ou da 
soma de expressões sinusoidais, com diferentes amplitudes e comprimentos de onda de 
defeitos, recorrendo a séries de Fourier. Frýba (1996) refere que as irregularidades distribuídas 
periódicas (ri) ao longo do desenvolvimento da via podem ser descritas através da seguinte 
expressão: 

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onde ai, bi, Ai, e Bi são constantes que caracterizam o contributo de cada irregularidade 
periódica, como por exemplo as referentes ao desgaste ondulatório do carril ou presença de 
juntas do carril igualmente espaçadas, e cujos valores vêm indicados em Frýba (1996); i toma o 
valor 1 ou 2 consoante as irregularidades sejam referentes ao carril esquerdo ou direito, 
respetivamente, e k é um número inteiro associado ao número do eixo do comboio. 
As irregularidades aleatórias são geralmente definidas com base numa função densidade 
espectral de potência. Estas funções têm vindo a ser propostas pelas diversas administrações 
ferroviárias com base num conjunto alargado de medições experimentais do perfil de 
irregularidades. Com base nestas funções pode ser realizada a geração de perfis de 
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irregularidades distribuídas, com carácter aleatório, por aplicação de modelos estocásticos 
(Frýba, 1996). As funções densidade espectral de potência, relativas ao nivelamento 
longitudinal, propostas por algumas dessas administrações ferroviárias são representadas na 
Figura 2.25.   
 
Figura 2.25 – Funções densidade espectral de potência propostas por diferentes administrações 
ferroviárias (escala logarítmica) 
Na bibliografia são indicadas algumas funções densidade espectral de potência, nomeadamente 
as utilizadas pela SNCF (França) (Alves Costa, 2011), a FRA (EUA) (Frýba, 1996), a SZD 
(República Checa) (Frýba, 1996), a CR (China) (Zhai et al., 2009), a Deutsche Bahn 
(Alemanha) (Claus and Schiehlen, 1998), entre outras. Estas propostas são válidas 
considerando os limites de comprimento de onda estabelecidos por cada administração 
ferroviária e que dependem das características dos equipamentos utilizados nas campanhas 
experimentais. As funções densidade espectral de potência dependem também do tipo de 
tráfego em circulação na linha ferroviária, que tem repercussão direta na sua qualidade 
geométrica. Os espetros propostos pelas diferentes administrações ferroviárias apresentam 
alguma variabilidade, no entanto, todos eles apresentam uma tendência de aumento da 
amplitude das irregularidades com o comprimento de onda. 
A título de exemplo, apresenta-se a função densidade espectral de potência das irregularidades 
proposta pela Deutsche Bahn, que para o nivelamento longitudinal é dada por (Claus and 
Schiehlen, 1998): 
))((2)( 2222
2
cr
cAG
Ω+ΩΩ+Ω
Ω
=Ω  (2.12) 
onde A é um fator de escala das irregularidades igual a 0,59233 × 10-6 rad.m, para um nível de 
manutenção da via cuidado, e 1,58610 × 10-6 rad.m, para um nível de manutenção da via 
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corrente, e Ωr e Ωc são constantes cujo valor é igual a 0,8246 rad/m e 0,0206 rad/m, 
respetivamente. 
O procedimento automático de geração de um perfil de irregularidades aleatório, com base 
numa expressão do tipo da apresentada na Expressão (2.12), envolve os seguintes passos (Claus 
and Schiehlen, 1998):  
i) definição de um intervalo de frequências angulares [Ω0, Ωf], de um incremento da 
frequência, ∆Ω, e do número total de harmónicos da série de Fourier, N. Calçada (2001) 
refere que o incremento ∆Ω deve ser estabelecido com base numa progressão geométrica, 
de modo a aumentar a discretização na zona correspondente às frequências angulares 
mais baixas, que estão associadas aos maiores valores da função densidade espectral de 
potência; 
ii) geração aleatória do ângulo de fase (θi) associado a cada frequência angular Ωi, que é 
assumida como uma variável aleatória com distribuição uniforme no intervalo ]0, 2π[; 
iii) cálculo da amplitude Ai associada a cada harmónico, assumindo que o perfil de 
irregularidades satisfaz a condição de um processo estocástico estacionário e ergódico, 
através da expressão: 
ii GA ∆ΩΩ= )(2
1
pi
 
(2.13) 
iv) geração do perfil de irregularidades através da sobreposição de funções sinusoidais: 
∑
=
−Ω=
N
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iii xAxr
1
)cos(2)( θ  (2.14) 
onde Ωi é igual a 2pi/λi, em que λi representa o comprimento de onda da irregularidade do 
harmónico i. Outras expressões do perfil de irregularidades podem ser encontradas nos 
trabalhos de Yau et al. (1999), Zhang et al. (2001), Vale (2010), entre outros. 
No que se refere às irregularidades pontuais a sua amplitude pode ser estimada, na maioria das 
situações, por aplicação da seguinte expressão (Frýba, 1996): 
xkAexr −=)(  (2.15) 
onde A e k são parâmetros que dependem do tipo e da qualidade geométrica da via ferroviária. 
No Quadro 2.2 são indicados os valores dos parâmetros das irregularidades pontuais propostos 
pela Federal Railroad Administration (FRA) dos Estados Unidos, onde a classe 6 indica a 
classe de melhor qualidade geométrica da via (Frýba, 1996). 
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Quadro 2.2 – Valores dos parâmetros A e k propostos pela Federal Railroad Administration dos Estados 
Unidos (adaptado de Frýba (1996))  
3 4 5 6
A  [mm] 6,4 4,8 3,6 2,8
k  [m-1] 0,46 0,49 0,66 0,82
Parâmetro
Classe da via
 
Para definir-se o defeito equivalente de carril, correspondente aos lisos da roda, recorre-se 
usualmente à seguinte expressão (Vale, 2010): 
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onde L é o comprimento do liso, d a profundidade do liso e x a coordenada atual do carril. Na 
Figura 2.26 apresenta-se o perfil de irregularidades do carril equivalente a um liso numa roda 
de um veículo. 
 
Figura 2.26 – Irregularidade no carril equivalente a liso de roda (Vale, 2010) 
No âmbito de simulações numéricas realizadas pela comissão de especialistas D214 do ERRI 
(ERRI D214/RP5, 1999), a Expressão (2.16) foi também utilizada na modelação de 
irregularidades pontuais. Neste caso os valores dos parâmetros d e L correspondem à amplitude 
e comprimento de onda das irregularidades, respetivamente, e dependem do vão da ponte, 
tendo-se adotado: 
d = 6 mm e L = 3 m ,           para vãos entre 10 m e 20 m 
d = 1 mm e L = 1 m ,           para vão de 5 m 
(2.17) 
2.3.5. Modelação do veículo 
No âmbito das análises com interação veículo-estrutura, a modelação dos veículos ferroviários 
tem sido realizada, na maioria das situações, com base em modelos assentes em formulações de 
dinâmica multicorpo (Kwark et al., 2004; Pombo, 2004; Tomioka and Takigami, 2010), em 
modelos numéricos assentes no método dos elementos finitos (Hanson, 2006; Li et al., 2010; 
Stribersky et al., 2002; Yu et al., 2007) e ainda com base em modelos híbridos que combinam 
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as formulações de dinâmica multicorpo com o método dos elementos finitos (Carlbom, 2001; 
Tanabe et al., 2010). 
Os modelos assentes em formulações de dinâmica multicorpo (‘Multibody dynamics’) 
consideram o veículo como um conjunto de corpos rígidos interligados por elementos flexíveis 
e em que os movimentos de cada corpo são governados por um conjunto, geralmente reduzido, 
de graus de liberdade de referência.  
Nesta formulação o movimento dos corpos é traduzido através de expressões matemáticas 
assentes nas equações da dinâmica do movimento. Estas equações dependem sobretudo da 
geometria e das propriedades inerciais dos corpos, para além das características elásticas das 
interfaces entre os corpos, e são compostas por um conjunto de equações diferenciais, 
eventualmente acrescido de algumas equações lineares. As equações diferenciais assentam nas 
leis físicas da cinemática dos corpos baseadas nas leis de Newton da Mecânica Clássica e 
podem surgir sob a forma de inúmeras variantes, tais como as equações de Newton-Euler, as 
equações de Lagrange, o método de Kane, o princípio de Jourdain, o princípio D’Alembert, 
entre outros (Barbosa, 1999). As equações lineares permitem traduzir restrições ao movimento 
dos corpos. 
Existem, hoje em dia, inúmeros programas comerciais especialmente vocacionados para o 
desenvolvimento de modelos numéricos assentes em formulações multicorpo, tais como o 
Adams/Rail, o GENSYS, o SYMPACK, o VAMPIRE, entre outros (Pombo, 2004). A análise 
de veículos ferroviários com base em formulações multicorpo tem a vantagem de reduzir a 
dimensão e complexidade dos modelos e assim tornar as análises dinâmicas com interação 
veículo-estrutura menos morosas. Apesar da resposta dinâmica ser avaliada nos graus de 
liberdade de referência é possível reproduzir a resposta dinâmica em qualquer ponto do veículo. 
A principal desvantagem está relacionada com a não consideração da flexibilidade dos 
elementos estruturais, em particular da caixa. 
Na Figura 2.27 apresentam-se um veículo de passageiros e o respetivo bogie modelados com 
base numa formulação de dinâmica multicorpo. Nesta representação são assinalados os graus 
de liberdade de referência da caixa e de um bogie. 
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a) b) 
Figura 2.27 – Modelos baseados em formulações de dinâmica multicorpo: a) veículo de passageiros; 
b) bogie (adaptado de Universal-Mechanism (2012))  
Os modelos assentes em formulações de elementos finitos são também utilizados na modelação 
dos vários componentes do veículo, nomeadamente a caixa e os bogies.  
A modelação da caixa é habitualmente realizada por intermédio de elementos finitos de casca, 
com características ortotrópicas, para a base, as paredes laterais e a cobertura. Tomioka et al. 
(2006) propõem que a modelação das paredes seja realizada através de elementos de viga, 
dispostos em forma de grelha, de modo a simplificar a modelação. Hanson (2006) sugere uma 
modelação da caixa mais complexa através de elementos finitos de volume (Figura 2.28 a)). A 
modelação dos bogies é geralmente realizada por intermédio de elementos finitos de viga, a 
simular os elementos estruturais, conjuntamente com elementos finitos de mola, a simular os 
sistemas da suspensão primária e secundária e a ligação roda-carril (Figura 2.28 b)) (Li et al., 
2010). 
 
 
a) b) 
Figura 2.28 – Modelos baseados em formulações de elementos finitos: a) caixa (Hanson, 2006); 
b) bogie (Li et al., 2010)   
Tomioka et al. (2006) referem algumas desvantagens da utilização de modelos baseados no 
método dos elementos finitos, nomeadamente, o elevado tempo de desenvolvimento do modelo 
numérico, mesmo com toda a informação técnica disponível, a dificuldade em adaptar um 
modelo numérico existente para o desenvolvimento de um novo modelo, e o elevado número 
de graus de liberdade que tem consequências nos tempos de cálculo das análises numéricas. 
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Os modelos híbridos envolvem o refinamento de uma parte ou de um conjunto de partes da 
estrutura do veículo, consideradas mais relevantes para uma determinada análise, com base 
numa formulação de elementos finitos, enquanto as restantes partes, menos relevantes no 
âmbito da análise, são modeladas através de uma formulação de dinâmica multicorpo. 
Os modelos dos veículos podem ser bidimensionais, como os utilizados por Delgado et al. 
(2009a), Lei e Noda (2002) e Yang e Fonder (1996), ou tridimensionais, como os reportados 
nos trabalhos de Iwnicki (2006), Carlbom (2000), Pombo (2004) e Tomioka et al. (2006). 
Nos modelos bidimensionais o plano considerado pode ser o vertical, como sucede em estudos 
de interação dinâmica veículo-estrutura na direção vertical (Delgado et al., 2009a), ou o 
transversal, como no caso dos estudos da interação dinâmica veículo-estrutura na direção 
transversal (Dias, 2007; Montens, 2005). Os modelos planos verticais são os mais referidos na 
bibliografia e contemplam os graus de liberdade associados ao deslocamento vertical e de 
rotação no plano dos diferentes elementos estruturais (Lei and Noda, 2002). Os modelos planos 
necessitam também de menos informações para serem caracterizados o que facilita a sua 
utilização, uma vez que na bibliografia escasseiam informações acerca das características 
técnicas dos comboios. 
Os modelos tridimensionais permitem caracterizar a resposta dinâmica em qualquer elemento 
estrutural ou componente do comboio, para um número mais alargado de graus de liberdade. 
As análises dinâmicas realizadas com base nestes modelos permitem atender à participação de 
um maior número de modos de vibração, muitos deles não identificados nos modelos planos, e 
por isso melhorar as estimativas das respostas numéricas, em particular nas situações em que 
são confrontadas com as respostas experimentais. Estes modelos permitem também simular 
mais realisticamente o efeito das irregularidades da via, uma vez que permitem a definição 
separada das irregularidades em cada carril. Ao nível da avaliação do conforto dos passageiros, 
os modelos tridimensionais possibilitam a avaliação das acelerações em qualquer posição da 
caixa. A validação de modelos numéricos de veículos com base em resultados de ensaios de 
homologação (UIC 518, 2005) requer, na maioria das situações, modelos tridimensionais que 
permitam obter acelerações nas caixas de eixo, nos bogies e na caixa dos veículos, nas direções 
vertical e transversal. 
Na Figura 2.29 é ilustrado um modelo tridimensional de um veículo baseado numa formulação 
de dinâmica multicorpo com base em 27 graus de liberdade (Xia and Zhang, 2005): 5 graus de 
liberdade na caixa (translação vertical e horizontal, e rotação segundo o eixo transversal, 
vertical e longitudinal), 5 graus de liberdade em cada bogie (translação vertical e horizontal, e 
rotação segundo o eixo transversal, vertical e longitudinal) e 3 graus de liberdade em cada eixo 
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(translação vertical e horizontal, e rotação segundo o eixo longitudinal). Outros autores como 
Majka e Hartnett (2008), Kwark et al. (2004), Song et al. (2003), Lei e Noda (2002) e Lee e 
Kim (2010), adotaram modelos de veículos semelhantes ao representado na Figura 2.29. 
 
b) 
 
 
a) c) 
Figura 2.29 – Modelo de veículo tridimensional: a) vista frontal; b) alçado; c) planta 
Os modelos dos veículos ferroviários podem apresentar diferentes graus de complexidade, 
conforme é ilustrado na Figura 2.30 para o caso de um veículo convencional. De entre os 
modelos dos veículos ferroviários há a distinguir o modelo completo e os modelos 
simplificados. O modelo completo envolve a modelação dos principais elementos estruturais do 
veículo, nomeadamente a caixa, os bogies, os eixos, a ligação roda-carril, para além dos 
elementos das suspensões (Figura 2.30 a)). Os modelos simplificados não consideram todos os 
elementos estruturais dos veículos ou consideram alguns dos elementos estruturais acoplados 
(Figura 2.30 b)).  
Entre os modelos simplificados há a distinguir o modelo de cargas móveis (Figura 2.30 b1)), o 
modelo de massas móveis (Figura 2.30 b2)), o modelo de meio bogie com eixos diferenciados 
(Figura 2.30 b3)), o modelo do bogie com eixos não diferenciados (Figura 2.30 b4)), o modelo 
do bogie completo (Figura 2.30 b5)) e o modelo de meio veículo (Figura 2.30 b6)). 
Note-se que, na Figura 2.30, os parâmetros indicados são: F1 a F4, as cargas dos eixos 1 a 4; 
Me, a massa do eixo, Mb, a massa do bogie, Mc, a massa da caixa; kp e ks, respetivamente, a 
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rigidez das suspensões primária e secundária; cp e cs, respetivamente, o amortecimento das 
suspensões primária e secundária.  
O modelo de cargas móveis simula o veículo por intermédio de um conjunto de cargas móveis 
correspondentes aos eixos do veículo, negligenciando a influência da sua interação dinâmica 
com a estrutura. 
 
a) 
b1)  
 
b2)   
 
b3)  
 
b4)  
 
b5)  
 
b6)  
b) 
Figura 2.30 – Modelos de veículos ferroviários: a) completo; b) simplificados 
Comportamento dinâmico do sistema ponte-comboio 
2.31 
O modelo de massas móveis constitui uma das primeiras aproximações adotadas na modelação 
de veículos e consiste na consideração de um conjunto de massas móveis, cada uma 
representativa da massa de um eixo, a circular sobre a estrutura com determinada velocidade. 
Este modelo não considera a influência das suspensões na resposta do veículo para além de não 
distinguir os seus diferentes elementos estruturais, nomeadamente os eixos, os bogies e a caixa 
(Akin and Mofid, 1989). Apesar destas limitações, o modelo de massas móveis serviu de 
impulsionador ao desenvolvimento dos modelos de veículo mais complexos. 
No modelo de meio bogie com eixos diferenciados cada eixo do veículo é simulado de forma 
independente, através de um sistema de um grau de liberdade, que incorpora a massa não 
suspensa, posicionada no ponto de contacto com a estrutura, e a mola e o amortecedor primário 
que fazem a ligação à massa suspensa correspondente a metade da massa do bogie. 
O modelo do bogie com eixos não diferenciados resulta da simplificação do modelo anterior 
considerando um sistema de um grau de liberdade para cada conjunto de dois eixos 
pertencentes ao mesmo bogie (Au et al., 2001). Este modelo tem como principal desvantagem 
não considerar a ligação dos vários eixos através dos bogies e da caixa, para além de não 
considerar todos os elementos do veículo. A ligação dos vários eixos através de um elemento 
rígido a simular o bogie é realizada no modelo do bogie completo. 
O modelo de meio veículo distingue a massa suspensa do bogie e da caixa, para além de 
considerar um elemento rígido a simular o bogie (Lou, 2007). Esta distinção é realizada por 
intermédio da ligação de cada conjunto de 2 eixos através do bogie e pela inclusão das molas e 
dos amortecedores secundários que fazem a ligação com a massa suspensa da caixa. Neste 
modelo a caixa não se encontra ligada entre os bogies. 
O modelo completo é constituído por elementos rígidos onde se concentram as massas, em 
correspondência com a caixa do veículo, os bogies e os eixos, ligados por intermédio de molas 
e amortecedores, a simularem os sistemas de suspensão primário e secundário (Figura 2.30 a)). 
Estes modelos têm a desvantagem de não considerarem a flexibilidade dos elementos 
estruturais do veículo. Neste âmbito refiram-se os trabalhos desenvolvidos por Wu et al. (2010) 
e Delgado et al. (2009a) na modelação de veículos convencionais, e os trabalhos de Kwark et 
al. (2004), Lee e Kim (2010) e Rocha et al. (2011) na modelação de veículos articulados. Na 
Figura 2.31 apresentam-se os modelos dinâmicos e numéricos de um veículo convencional e de 
um veículo articulado. 
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a) b) 
Figura 2.31 – Modelos dinâmico e numérico de um veículo: a) convencional (Delgado et al., 2009a); 
b) articulado (Rocha et al., 2011) 
O modelo completo pode ainda considerar a flexibilidade dos elementos estruturais, 
nomeadamente os eixos, os bogies e a caixa, ou apenas de alguns destes elementos. O 
desenvolvimento destes modelos envolve o conhecimento mais alargado dos parâmetros 
mecânicos e geométricos relativos à estrutura e aos elementos das suspensões do veículo. Esta 
informação, na maioria das situações, não é fornecida pelos fabricantes dos veículos por 
questões de sigilo, sendo que os poucos valores disponibilizados apresentam muitas vezes uma 
grande dispersão. 
As desvantagens dos modelos de corpos flexíveis estão relacionadas com o elevado número de 
graus de liberdade que podem conduzir a tempos de cálculo excessivos nas análises dinâmicas. 
De modo a ultrapassar esta dificuldade Tomioka et al. (2003) propõe a utilização de técnicas de 
condensação dinâmicas de graus de liberdade. 
No âmbito do estudo dinâmico de uma ponte ferroviária atirantada com um vão central de 
415 m e vãos de acesso iguais a 80 m, Au et al. (2001) compararam os fatores de amplificação 
dinâmica, em termos dos momentos fletores no tabuleiro e na base dos pilares, obtidos com 
base em modelos de veículos de massas móveis e modelos de meio bogie com eixos 
diferenciados, com os valores obtidos a partir do modelo completo. Os autores concluíram que 
os modelos de massas móveis tendem a subestimar os valores dos fatores de amplificação 
dinâmica, enquanto os modelos de meio bogie com eixos diferenciados fornecem estimativas 
dos fatores de amplificação dinâmica bastante próximos do modelo de corpos rígidos. 
Lou (2007) comparou o desempenho do modelo completo e do modelo de meio veículo, na 
simulação da resposta dinâmica do sistema ponte-comboio incluindo a via. A ponte analisada 
consiste num tramo simplesmente apoiado com vão de 32 m em betão pré-esforçado. A 
influência do tipo de modelo do veículo na resposta do próprio veículo é muito significativa, ao 
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contrário do que sucede com a resposta na via e ponte. As respostas dinâmicas do veículo, em 
termos de deslocamentos e acelerações, obtidas com o modelo constituído por dois meios 
veículos tendem a ser inferiores às respostas obtidas a partir do modelo de corpos rígidos. 
 
Figura 2.32 – Valores máximos da aceleração vertical obtidos no interior do último veículo, em função 
da velocidade, para os modelos completo e de meio veículo (Lou, 2007) 
Diana et al. (2002) e Iwinicki (2006) referem que nos modelos completos com elementos 
rígidos as posições da caixa onde se registam os maiores valores das acelerações verticais são 
geralmente as extremidades, atendendo a que nestes locais o contributo do modo de translação 
vertical é somado ao contributo do modo de rotação longitudinal da caixa. O mesmo não 
sucede em modelos de elementos flexíveis, onde as acelerações a meio vão da caixa atingem 
valores da mesma ordem de grandeza, ou mesmo superiores, aos verificados nas extremidades 
devido essencialmente ao contributo do modo de flexão. 
Trabalhos mais recentes levados a cabo por Carlbom (2000) e Wei e Griffin (1998b) (1998a) 
incluem no modelo dos veículos a modelação do sistema passageiro-assento. As acelerações 
medidas nas interfaces do corpo humano com o veículo, tais como as interfaces pés-pavimento, 
cabeça-encosto, braços-apoios, entre outros, podem ser relevantes para a avaliação do conforto 
dos passageiros, de acordo com as indicações que constam da regulamentação de referência na 
área, em particular a ficha UIC 513 (1994) e as normas ISO 2631-1 (1997) e ENV 12299 
(1999). 
Carlbom (2000) propõe diferentes alternativas para a modelação do sistema passageiro-assento 
associadas a diferentes níveis de complexidade. O modelo básico consiste num sistema de um 
grau de liberdade em que a massa do passageiro se encontra suspensa por um conjunto mola-
amortecedor (Figura 2.33 a)). Neste modelo a ligação caixa-assento é assumida rígida e a massa 
do assento é acoplada à caixa. O modelo mais complexo consiste num sistema de dois graus de 
liberdade em que a massa do assento e parte da massa do passageiro estão suspensas por 
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intermédio de um conjunto mola-amortecedor a simular a interface caixa-assento, enquanto a 
restante massa do passageiro está suspensa através de um conjunto mola-amortecedor que 
simula a interface passageiro-assento (Figura 2.33 b)). O valor de α situa-se entre 5 % e 20 % 
da massa do passageiro (mP).  
 
 
a) b) 
Figura 2.33 – Modelação do sistema passageiro-assento: a) sistema de 1 grau de liberdade; b) sistema de 
2 graus de liberdade (Carlbom, 2000) 
2.4. CARACTERIZAÇÃO EXPERIMENTAL 
A caracterização experimental do comportamento dinâmico dos subsistemas ponte, via e 
veículo, envolve a realização de ensaios dinâmicos cujos resultados podem ser utilizados na 
calibração e validação de modelos numéricos.   
2.4.1. Ponte 
A caracterização experimental do comportamento dinâmico de pontes, em particular a 
estimativa dos seus parâmetros modais, é geralmente realizada através de dois tipos de ensaios: 
os ensaios de vibração ambiental (Magalhães, 2003; Rodrigues, 2004), em que é medida a 
resposta da estrutura sujeita a ações ambientais, ou seja, as ações a que esta está submetida 
durante a sua normal utilização, e os ensaios de vibração forçada (Cunha et al., 2003), que se 
baseiam na medição da resposta da estrutura quando sujeita a uma excitação artificial e 
controlada. 
Nos ensaios de vibração ambiental a medição da resposta da estrutura é realizada por 
intermédio de transdutores de velocidade ou aceleração de elevada sensibilidade. As ações 
ambientais compreendem as ações do vento, pequenas vibrações do solo, maquinaria instalada 
na estrutura ou tráfego. Este ensaio tem como principal vantagem o baixo custo económico em 
virtude de prescindir do uso de equipamento de excitação artificial e não condicionar a normal 
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operacionalidade da estrutura. No entanto, em algumas estruturas as ações ambientais podem 
não ser suficientes para mobilizar um número alargado de modos de vibração da estrutura, em 
particular os modos com frequências mais altas. Noutras situações, as ações ambientais geram 
amplitudes de vibração muito reduzidas, o que pode, inclusive, comprometer a qualidade das 
medições experimentais uma vez que o sistema de medição tem precisão limitada. Nestas 
circunstâncias recorre-se geralmente a técnicas de excitação artificial da estrutura, de modo a 
aumentar os seus níveis de vibração, por intermédio de martelos de impulsos (Figura 2.34 a)), 
ação de pessoas, queda controlada de massas (Figura 2.34 b)), atuadores hidráulicos (Figura 
2.34 c)), entre outros. 
A realização de ensaios de vibração forçada pode apresentar duas grandes dificuldades. O 
elevado porte da generalidade das estruturas obriga à utilização de equipamentos pesados, cujo 
transporte, colocação e utilização exigem a mobilização de meios dispendiosos. A aplicação de 
uma excitação controlada obriga muitas vezes à interdição ou limitação do funcionamento 
corrente da estrutura (Magalhães, 2003). Como vantagem, refira-se que as configurações 
modais obtidas através deste tipo de ensaio, no caso da excitação e a resposta da estrutura 
serem medidas, vêm normalizadas em relação à matriz de massa permitindo realizar o 
adequado escalamento do modo de vibração. 
 
 
 
 
a) b) c) 
Figura 2.34 – Técnicas de excitação de pontes: a) martelo de impulsos; b) queda controlada de massa; 
c) atuadores pneumáticos (De Roeck, 2010) 
A avaliação da resposta dinâmica de pontes sob ação de tráfego ferroviário tem sido também 
reportada no trabalho de inúmeros autores, tais como Liu et al. (2009), Ribeiro et al. (2009), 
Xia et al. (2003) e Xia e Zhang (2005). 
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Xia e Zhang (2005) descrevem os ensaios dinâmicos realizados na ponte Gouhe River, 
localizada na rede de alta velocidade chinesa, para a passagem dos comboios Chinastar e 
Pioneer. A ponte é formada por 28 tramos simplesmente apoiados com 24 m de vão e secção 
transversal em caixão de betão. Os objetivos do ensaio passaram pela obtenção das respostas 
dinâmicas da ponte tendo em vista a validação de um modelo numérico da ponte utilizado na 
avaliação da estabilidade da via e do contacto roda-carril. As grandezas instrumentadas foram 
as acelerações (A), os deslocamentos (D), as deformações do tabuleiro (S) e dos carris (R), para 
as direções longitudinal (x), lateral (u) e vertical (v). Na Figura 2.35 é indicada a localização 
dos sensores em planta e em corte na secção de meio vão do tabuleiro e no apoio. 
 
a) 
 
 
b) c) 
Figura 2.35 – Localização dos sensores na ponte Gouhe River: a) planta; b) secção de meio vão; 
c) secção no apoio (Xia and Zhang, 2005) 
Para a medição das deformações foram instalados extensómetros nos banzos do tabuleiro na 
secção de meio vão. Foram também medidos os deslocamentos no tabuleiro, nas direções 
vertical e lateral, e nos aparelhos de apoio por intermédio de LVDTs. Ao nível do banzo 
superior do caixão foram ainda medidas as acelerações nas direções vertical e lateral. Os 
movimentos relativos entre o tabuleiro e os pilares foram também medidos, assim como os 
deslocamentos e as acelerações laterais no topo dos pilares. A medição das deformações nos 
carris permitiu avaliar as cargas dinâmicas devidas ao tráfego ferroviário. 
Xia et al. (2003) descrevem o ensaio dinâmico da ponte de Antoing, localizada na linha de alta 
velocidade entre Paris e Bruxelas, composta por cinco viadutos simplesmente apoiados, em laje 
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de betão pré-esforçado em forma de U, com vão igual a 50 m, e uma ponte compósita do tipo 
‘bowstring’ com um vão de 116,8 m (Figura 2.36 a)). O objetivo das medições visou 
essencialmente a calibração e validação de um modelo numérico do viaduto (Figura 2.36 b)) 
tendo em vista a avaliação da resposta dinâmica para diferentes condições de operação 
(De Roeck, 2010). O ensaio envolveu a medição da resposta dinâmica em termos de 
deslocamentos, acelerações e deformações para a passagem do comboio Thalys a diferentes 
velocidades. Na Figura 2.36 c) apresentam-se os registos de deslocamentos e acelerações no 
tabuleiro para a passagem do comboio Thalys à velocidade de 295 km/h, tendo sido registado 
um deslocamento máximo igual a 1,75 mm e uma aceleração máxima próxima de 0,55 m/s2.  
 
 
a) b) 
 
 
c) 
Figura 2.36 – Ensaio dinâmico da ponte de Antoing sob ação de tráfego: a) vista geral da ponte; 
b) modelo numérico do tramo do viaduto; c) registos de deslocamentos e acelerações para a passagem 
do comboio Thalys à velocidade de 295 km/h (De Roeck, 2010; Xia et al., 2003) 
2.4.2. Via 
A caracterização dos parâmetros de rigidez e de amortecimento dos elementos da via, em 
particular da camada de balastro e das palmilhas, é muitas vezes realizada com base em ensaios 
dinâmicos (Kaewunruen and Remennikov, 2007). A informação destes ensaios tem vindo 
também a ser utilizada por inúmeros gestores de infraestruturas ferroviárias na avaliação da 
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integridade dos elementos da via, com implicações no planeamento das operações de 
manutenção. 
Os ensaios dinâmicos são geralmente realizados em plena via, ou em laboratório, com base em 
modelos da via ou de elementos da via à escala reduzida (Cuellar, 2006; Ibertest, 2010). Os 
ensaios em plena via podem ser realizados sem tráfego ferroviário, como é o caso do ensaio de 
recetância da via (Esveld, 2001; Kaewunruen and Remennikov, 2007; Man, 2002), ou com 
tráfego ferroviário (SUPERTRACK, 2005a). 
O ensaio de recetância da via é um ensaio não destrutivo que envolve a aplicação de uma ação, 
do tipo sinusoidal ou impulsivo, e na medição das respostas dinâmicas da via, nomeadamente 
do carril e das travessas, através de acelerómetros. A ação pode ser aplicada diretamente na via 
através de um martelo de impulsos, com a via descarregada ou carregada (Degrande and 
Lombaert, 2006), na vizinhança da via através da queda de massas (SUPERTRACK, 2005b) ou 
mesmo através de um veículo que excita a via em movimento (Berggren, 2009). 
A realização do ensaio com a via carregada, ou com um pré-carregamento, tem a vantagem de 
eliminar eventuais não linearidades do sistema, como por exemplo, as associadas a folgas entre 
as travessas e o balastro, ajuste das partículas de balastro, etc. Como desvantagem há a apontar 
a necessidade de incluir o veículo no modelo dinâmico, uma vez que as massas do veículo, em 
particular a massa não suspensa e parte da massa suspensa, e as propriedades elásticas das 
suspensões, influenciam as propriedades dinâmicas da via. 
A técnica de excitação baseada no martelo de impulsos (Figura 2.37 a)) envolve geralmente o 
recurso a dois tipos de martelos, um de tamanho grande, mais indicado para mobilizar a via 
numa gama de frequências até valores próximos de 750 Hz, e outro de tamanho pequeno, que é 
mais eficiente para frequências mais elevadas. A libertação de uma massa, na vizinhança da 
via, de forma livre ou controlada e de uma altura predefinida (Figura 2.37 b)), provoca um 
impulso que excita a via numa gama alargada de frequências, normalmente até 2000 Hz 
(SUPERTRACK, 2005b). O veículo de medição contínua da rigidez da via, em operação na 
rede ferroviária sueca, permite a excitação da via, até velocidades de 50 km/h, por intermédio 
de duas massas oscilantes localizadas sobre cada uma das rodas de um eixo do veículo (Figura 
2.37 c)). A rigidez dinâmica da via é calculada com base na força sinusoidal aplicada na roda, 
medida por um transdutor de força, e a aceleração, medida através de um acelerómetro 
localizado na caixa de eixo (Berggren, 2009). 
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a) b) 
 
c) 
Figura 2.37 – Técnicas de excitação da via-férrea no ensaio de recetância: a) martelo de impulsos em via 
descarregada e carregada (Degrande and Lombaert, 2006); b) queda de massa (SUPERTRACK, 2005b); 
c) excitador acoplado a veículo (Berggren, 2009) 
Os resultados de um ensaio de recetância surgem normalmente sob a forma de funções de 
resposta em frequência, que estabelecem uma relação entre a resposta dinâmica da via e a força 
aplicada, e cuja designação varia consoante a resposta monitorizada, conforme resumido no 
Quadro 2.3 (Magalhães, 2003). Estas funções permitem analisar a amplificação da vibração da 
via em função das frequências de excitação, sendo possível obter informação acerca das 
propriedades dinâmicas da via através da identificação de frequências ressonantes. A resposta 
monitorizada é na maioria das situações a aceleração, pelo que a resposta em velocidade ou 
deslocamento, é obtida por integração simples ou dupla da aceleração, respetivamente. As 
funções de resposta em frequência são funções complexas geralmente representadas através da 
magnitude e da fase.   
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Quadro 2.3 – Funções de resposta em frequência    
Recetância [m/N] ( )( )ω
ω
Força
toDeslocamen
 
Mobilidade [m/N.s] ( )( )ω
ω
Força
Velocidade
 
Inertância [m/N.s2] ( )( )ω
ω
Força
 Aceleração
 
A recetância é uma medida da flexibilidade dinâmica da via, ou seja, a razão entre o 
deslocamento do carril no ponto de solicitação e a ação aplicada. O mesmo conceito poderá ser 
expandido para a recetância das travessas, em que agora o deslocamento considerado é o 
experimentado pela travessa. Outra adaptação do conceito de recetância consiste na recetância 
cruzada, em que o deslocamento considerado não corresponde ao ponto de aplicação da ação 
(Alves Costa, 2011). 
Nos trabalhos de Iwnichi (2006) e Man (2002) podem ser encontrados inúmeros resultados da 
identificação de parâmetros modais em vias férreas com base em modelos numéricos e também 
em ensaios experimentais. Na Figura 2.38 ilustra-se, a título exemplificativo, uma função de 
recetância típica de uma via balastrada assente sobre uma estrutura, neste caso, considerando a 
ação aplicada no carril, no vão entre travessas, e a resposta avaliada no mesmo ponto (Iwnicki, 
2006). Assinalam-se ainda na figura as quatro principais frequências de vibração da via 
balastrada. 
 
Figura 2.38 – Ensaio de recetância da via: função de recetância típica de uma via balastrada (adaptado 
de Iwnicki (2006)) 
Na Figura 2.39 são representados os modos de vibração obtidos por via experimental, em 
correspondência com os picos identificados na figura anterior, associados à vibração global da 
via (a), à vibração em antiressonância das travessas (b), à vibração do carril sobre as palmilhas 
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(c) e à flexão do carril (d). Os pontos de medição 1, 3 e 4 foram localizados na alma do carril 
enquanto os pontos de medição 2 e 5 foram localizados nas extremidades de duas travessas 
vizinhas (Kaewunruen and Remennikov, 2007). 
 
 
 
 
 
Figura 2.39 – Ensaio de recetância da via: principais modos de vibração da via (adaptado de 
Kaewunruen e Remennikov (2007)) 
O modo de vibração global da via é caracterizado pela vibração do carril e travessas sobre a 
camada de balastro, e apresenta frequências que ocorrem normalmente no intervalo entre 40 Hz 
e 140 Hz (Man, 2002). Este modo é muito influenciado pelas propriedades da camada de 
balastro (altura e módulo de deformabilidade) e está tipicamente associado a coeficientes de 
amortecimento elevados, o que dificulta muitas vezes a identificação do seu pico de 
ressonância, como aliás sucede com o pico representado na Figura 2.38.  
O modo de vibração de antirressonância das travessas envolve movimentos isolados das 
travessas, sem a participação do carril, e a sua frequência situa-se tipicamente no intervalo entre 
80 Hz e 300 Hz (Man, 2002). 
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No modo de vibração do carril sobre as palmilhas não ocorre qualquer movimento das 
travessas. A frequência correspondente a este modo ocorre sensivelmente entre os 250 Hz e os 
1500 Hz (Man, 2002) e é muito influenciada pela rigidez das palmilhas e pelas propriedades do 
carril. 
O modo de vibração associado à flexão do carril (‘pin-pin resonance’) surge em frequências 
muito elevadas, tipicamente acima dos 1000 Hz. A configuração deste modo é caracterizada 
pela vibração isolada do carril com os apoios, na zona das palmilhas, a permanecerem fixos. A 
frequência deste modo é particularmente sensível às propriedades do carril e ao espaçamento 
das travessas. O amortecimento deste modo envolve sobretudo o amortecimento material do 
aço, pelo que o seu pico, nas funções de recetância da via, surge fracamente amortecido e é 
geralmente bem visível. 
A calibração dos modelos numéricos da via com base em ensaios de recetância é geralmente 
realizada por aplicação de técnicas de retro-análise que envolvem o ajuste iterativo dos 
parâmetros do modelo até que se obtenha uma concordância razoável entre as funções de 
resposta em frequência obtidas por via numérica e experimental (Alves Costa, 2011; Lombaert 
and Degrande, 2008). 
Os ensaios dinâmicos realizados sob ação de tráfego ferroviário envolvem tipicamente a 
medição de deslocamentos, acelerações e tensões nos diversos elementos da via, 
nomeadamente no carril e nas travessas, e nas suas interfaces.  
No âmbito do projeto europeu SUPERTRACK (2005a) foi realizado um extenso número de 
campanhas experimentais em troços de linhas ferroviárias de Espanha, França e Noruega, e que 
possibilitaram a caracterização de parâmetros da via-férrea.  
Nestes ensaios foram medidos os deslocamentos relativos entre a travessa e a base da camada 
de balastro por intermédio de transdutores de deslocamento, ao mesmo tempo que foram 
avaliadas as forças dinâmicas devidas ao tráfego na base da travessa e na base da camada de 
balastro, com recurso a uma célula de pressão, com o objetivo da caracterização do módulo de 
deformabilidade dinâmico do balastro (Figura 2.40). 
Comportamento dinâmico do sistema ponte-comboio 
2.43 
 
 
a) b) 
Figura 2.40 – Medição dos deslocamentos relativos entre a travessa e a base da camada de balastro: 
a) células de pressão instaladas na base da travessa e na base da camada de balastro; b) transdutor para a 
medição de deslocamentos (SUPERTRACK, 2005a) 
Foram também medidos os deslocamentos relativos entre o carril e a travessa que, em conjunto 
com a medição do esforço de corte no carril, permitiram estimar o valor da rigidez dinâmica 
das palmilhas (SUPERTRACK, 2005a). O sistema utilizado nesta medição foi semelhante ao 
ilustrado na Figura 2.41 a), no qual o transdutor de deslocamentos tem a ponteira de medição 
em contacto com o patim do carril, e o corpo do sensor está fixo a uma estrutura metálica em 
forma de Z ligada rigidamente à travessa. No registo de deslocamentos apresentado na Figura 
2.41 b) são visíveis os picos em correspondência com a passagem dos vários eixos do comboio. 
 
 
 
a) b) 
Figura 2.41 – Medição dos deslocamentos relativos entre o carril e a travessa: a) sistema de medição 
(SUPERTRACK, 2005a); b) registo de deslocamentos para a passagem de tráfego 
Relativamente à avaliação da qualidade geométrica da via ferroviária, López-Pita (2006) refere 
dois tipos de procedimentos de inspeção, complementares entre si, os procedimentos diretos e 
os procedimentos indiretos.  
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Os procedimentos diretos envolvem o levantamento geométrico da via por intermédio de 
veículos de inspeção de via, perfilómetros, réguas, levantamentos topográficos, etc. (Maynar, 
2008). 
O veículo de inspeção de via é dos equipamentos mais utilizados pelos gestores da 
infraestrutura ferroviária para proceder à medição da geometria da via. Este veículo realiza a 
inspeção da via-férrea, em contínuo e sem contacto, através da medição de diferentes grandezas 
geométricas, tais como o nivelamento longitudinal e transversal, a bitola, o empeno, entre 
outras. Estes veículos, que podem circular a velocidades semelhantes às de um comboio 
normal, permitem avaliar de forma mais realista o desempenho do sistema via-veículo, já que 
os registos são obtidos em condições de solicitação dinâmica semelhantes às que ocorrem 
durante a passagem de tráfego (Fortunato, 2005). Outras vantagens estão relacionadas com a 
utilização de tecnologias de medição não destrutivas e não necessitarem da interrupção do 
tráfego. Mais recentemente foram desenvolvidos veículos que podem ser incorporados em 
comboios de passageiros e por isso circularem a velocidades superiores. 
Na Figura 2.42 estão ilustrados, a título de exemplo, os veículos de inspeção de via utilizados 
nas redes de alta velocidade holandesa (Eurailscout) e italiana (Archimedes). 
 
 
a) b) 
Figura 2.42 – Veículos de inspeção de via da rede de alta velocidade europeia: a) Eurailscout (Holanda); 
b) Archimedes (Itália) 
Os procedimentos indiretos, também designados por inspeção dinâmica, são baseados nos 
registos das acelerações dos veículos ferroviários. Estas medições dinâmicas são geralmente 
dependentes das amplitudes dos defeitos da via e por isso são assumidas como um bom 
indicador de aferição da qualidade geométrica da via. As principais vantagens da inspeção 
dinâmica da via estão relacionadas com a obtenção de grandes quantidades de informação a 
custos aceitáveis e em períodos de tempo reduzidos (López-Pita, 2006). 
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A medição das acelerações é normalmente realizada no interior da caixa dos veículos, nas 
direções vertical (avc) e lateral (alc), tendo em vista a avaliação do conforto dos passageiros. 
Adicionalmente são também medidas as acelerações dos bogies na direção lateral (alb) e nas 
caixas de eixo na direção vertical (ave), com o objetivo de avaliar a estabilidade do contacto 
roda-carril (Teixeira, 2009). Na Figura 2.43 apresentam-se alguns detalhes dos acelerómetros 
instalados no interior da caixa do veículo, nos bogies e na caixa de eixo do comboio AVE que 
realiza a ligação ferroviária de alta velocidade Madrid-Sevilha. 
 
 
 
a) b) c) 
Figura 2.43 – Acelerómetros instalados no comboio AVE: a) caixa de eixo; b) bogie; c) caixa do 
veículo (Teixeira, 2009) 
No Quadro 2.4 apresentam-se os valores limite das acelerações dos veículos ferroviários, 
utilizados como referência pelo gestor da infraestrutura ferroviária espanhola, em 
correspondência com as diferentes ações de manutenção da via, nomeadamente, ações de 
controlo e intervenções programadas ou imediatas (Teixeira, 2009). O tratamento dos registos 
recolhidos com os sensores instalados no comboio AVE revelou que cerca de 70 % dos alertas 
estão relacionadas com valores excessivos das acelerações verticais medidas na caixa dos eixos 
e no interior da caixa dos veículos. 
Quadro 2.4 – Valores limite da aceleração dos veículos ferroviários em correspondência com as ações 
de manutenção da via (Teixeira, 2009)  
Aceleração (m/s2) 
a vc a lc a lb a ve 
Acão recomendada 
< 1,0 < 1,5 < 2,0 < 30 Inspeção de rotina 
1,0 a 2,0 1,5 a 2,0 2,0 a 4,0 30 a 50 Inspeção reforçada 
2,0 a 2,5 2,0 a 2,5 4,0 a 6,0 50 a 70 Intervenção programada 
> 2,5 > 2,5 > 6,0 > 70 Intervenção imediata 
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2.4.3. Veículo 
A calibração experimental dos modelos numéricos dos veículos ferroviários é muitas vezes 
realizada com base em parâmetros modais, nomeadamente as frequências naturais e os modos 
de vibração. A maioria dos autores utilizam metodologias de calibração iterativas baseadas em 
técnicas de otimização, como, por exemplo, técnicas assentes em gradientes (Hanson, 2006; 
Mehrpouya and Ahmadian, 2009) ou algoritmos genéticos (He and McPhee, 2002). Os 
conceitos teóricos associados a cada uma destas técnicas de otimização serão abordados no 
Capítulo 4.  
A avaliação dos parâmetros modais é tipicamente realizada através de ensaios dinâmicos com 
os veículos em repouso ou em circulação. Os ensaios realizados com o veículo em repouso 
envolvem, geralmente, o recurso a uma excitação externa por intermédio de atuadores 
hidráulicos (Carlbom, 2000), excitadores eletrodinâmicos (Figura 2.44 a)) (Hanson, 2006; 
Popprath et al., 2006), martelos de impulsos (Figura 2.44 b)) (Hanson, 2006; Yu et al., 2007) 
ou mesmo o impacto de outros veículos (Ahmadian, 2005). Nos ensaios em circulação a 
excitação resulta essencialmente das irregularidades da via (Ahmadian, 2005).  
 
 
a) b) 
Figura 2.44 – Ensaios dinâmicos de veículos com recurso a excitação externa: a) excitador 
eletrodinâmico (Hanson, 2006); b) martelo de impulsos 
Delgado et al. (2009b) realizaram um ensaio dinâmico à automotora LVR2000 tendo em vista a 
identificação das suas frequências naturais e respetivos modos de vibração. Esta informação 
serviu de base à calibração dos modelos numéricos desenvolvidos para o veículo tendo em vista 
a realização de análises dinâmicas com interação veículo-via. O ensaio dinâmico foi realizado 
com recurso a acelerómetros piezoelétricos posicionados em diversos pontos da caixa, bogies e 
eixos, de acordo com as indicações da Figura 2.45 a). Foram adquiridos registos temporais de 
aceleração, quer com a automotora parada, excitando a estrutura por intermédio de um martelo 
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de impulsos ou de pessoas em movimento no seu interior, quer em circulação, a uma 
velocidade máxima de 30 km/h. 
Na Figura 2.45 b) apresentam-se as principais frequências identificadas bem como as 
correspondentes configurações modais. Os modos de vibração envolvem movimentos de corpo 
rígido da caixa, com frequências entre 1,20 Hz e 3,17 Hz, e modos estruturais da caixa com 
frequências acima dos 12 Hz. Foram ainda identificados vários modos de vibração dos bogies 
com frequências no intervalo entre 8 Hz e 12 Hz. 
 
a) 
 
 
 
Rotação transversal (f = 1,20 Hz) Translação vertical (f = 2,86 Hz) Rotação longitudinal (f = 3,17 Hz) 
 
 
Torção (f = 11,96 Hz) Flexão (f = 17,30 Hz) 
b) 
Figura 2.45 – Automotora LVR2000: a) pontos de medição; b) frequências e modos de vibração 
(Delgado et al., 2009b)  
Carlbom (2000) realizou um ensaio de vibração forçada ao veículo SJ-B7M tendo em vista a 
identificação dos parâmetros modais da caixa. O ensaio consistiu em impor vibrações com 
amplitudes crescentes à caixa do veículo, por intermédio de um excitador externo, localizado 
na base da caixa junto da ligação com uma parede lateral (Figura 2.46 a)), no sentido de 
reproduzir a excitação das irregularidades da via. O excitador atuou na gama de frequências 
entre 0,5 Hz e 39 Hz. No decorrer do ensaio a caixa do veículo foi apoiada sobre os bogies 
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unicamente por intermédio das molas da suspensão secundária, sendo que todos os restantes 
componentes de ligação foram desmontados, para além de que o sistema de suspensão primário 
foi travado de modo a garantir a imobilização do bogie. As vibrações foram medidas através de 
acelerómetros posicionados ao nível do piso e das paredes laterais da estrutura da caixa (Figura 
2.46 b)). 
 
a) 
 
b) 
 
c) 
Figura 2.46 – Ensaios dinâmico do veículo SJ-B7M: a) alçado lateral com a localização do atuador 
hidráulico; b) pontos de medição; c) modos de torção e flexão da caixa (adaptado de Carlbom (2000)) 
O ensaio permitiu a identificação de modos de corpo rígido, com frequências entre 1,2 Hz e 
1,5 Hz, e de modos estruturais da caixa do veículo de carácter global, com frequências entre 
8,1 Hz e 18,2 Hz, e local, com frequências superiores a 21 Hz, estes últimos não representados 
f = 9,2 Hz 
f = 13,5 Hz 
f = 12,5 Hz 
f = 18,2 Hz 
f = 8,1 Hz 
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na figura. Na Figura 2.46 c) apresentam-se, a título de exemplo, os modos globais de distorção 
(G1), de flexão (G2 e G5) e de torção (G3 e G4) da caixa. Os coeficientes de amortecimento 
modais mostraram ser dependentes da amplitude da excitação e, regra geral, apresentaram 
valores entre 2 % e 4,5 %.  
Na Figura 2.47 apresentam-se as funções de inertância obtidas a 1/2 vão da caixa para o ensaio 
dinâmico realizado sem passageiros (linha a cheio) e com os passageiros localizados nas 
extremidades (linha ponteada) e na zona central (linha tracejada) da caixa. Os resultados 
experimentais mostraram ainda que a interação dinâmica entre o veículo e os passageiros 
provoca uma alteração das propriedades do sistema, como aliás se pode constatar pela redução, 
mais ou menos significativa, das amplitudes dos picos em correspondência com as frequências 
dos modos da caixa. 
 
Figura 2.47 – Funções de inertância obtidas em ensaios dinâmicos sem passageiros e com passageiros 
localizados nas extremidades e na zona central da caixa 
Carlbom (2000) constatou também um aumento dos valores dos coeficientes de amortecimento 
devido à presença dos passageiros e da sua interação com a caixa. A interação veículo-
passageiro pode ser considerada de uma forma simplificada através de um amortecimento 
adicional dos modos associados à flexão da caixa na ordem dos 1 % a 4 %. O mesmo autor 
refere ainda que a interação entre o veículo e os passageiros pode ser quantificada por 
intermédio do parâmetro de carga (Pj) obtido para o modo de vibração j através da seguinte 
expressão: 
∑
=
=
N
i
ijpij dmP
1
2
 (2.18) 
onde N é o número de lugares ocupados com passageiros, mpi é a massa do passageiro i e dij é a 
ordenada do modo j no ponto ocupado pelo passageiro i. 
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Na Figura 2.48 apresentam-se os valores das frequências de vibração de diversos veículos 
ferroviários obtidos por via experimental. As frequências são relativas aos modos de vibração 
da caixa, nomeadamente os modos de corpo rígido que envolvem movimentos de translação e 
de rotação da caixa, e os modos estruturais, em particular os modos de distorção, de flexão e de 
torção. São apresentados os resultados obtidos em veículos de metro ligeiro, nomeadamente os 
veículos ao serviço do metro de Estocolmo (Wennberg, 2009), de Viena (Stribersky et al., 
2002), de Copenhaga (Dossing, 1984) e um veículo protótipo (Kozec et al., 2008). A figura 
inclui ainda as frequências obtidas em veículos ferroviários convencionais, SJ-S4M (Carlbom, 
2000) e Alfa Pendular (Ribeiro et al., 2012), e em veículos de alta velocidade, KTX (Kim and 
Jeong, 2006) e Shinkansen (Tomioka et al., 2003). 
Os modos de corpo rígido apresentam valores das frequências inferiores a 3,5 Hz, enquanto os 
modos estruturais da caixa situam-se, para a maioria dos veículos, acima dos 10 Hz.   
  
Figura 2.48 – Valores das frequências naturais de veículos ferroviários obtidos por via experimental 
Niekerk et al. (2003) e Kim et al. (2008) realizaram trabalhos experimentais que envolveram a 
monitorização das interfaces do corpo humano com o veículo, por intermédio de acelerómetros, 
e cujos resultados podem ser utilizados na calibração de modelos numéricos do assento e do 
próprio passageiro. Lindén (2003) refere que os acelerómetros devem ser posicionados nos 
locais onde ocorrem os valores máximos da pressão de contacto entre o passageiro e o assento. 
As características geométricas e posição dos acelerómetros não devem alterar a forma como é 
realizada a distribuição de pressões (ISO 2631-1, 1997). A medição das acelerações no assento 
pode também ser dificultada pelos movimentos involuntários dos passageiros que podem 
compromenter a qualidade dos resultados. 
Na Figura 2.49 apresentam-se exemplos da distribuição e posicionamento dos acelerómetros 
nas interfaces da base e costas do assento. 
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a) b) 
Figura 2.49 – Acelerómetros nas interfaces passageiro-assento: a) base do assento (Lindén, 2003);  
b) base e costas do assento (adaptado de Kim et al. (2008))  
Wei e Griffin (1998b) (1998a) realizaram um extenso estudo experimental tendo em vista a 
caracterização dinâmica do sistema passageiro-assento e que permitiu situar as suas frequências 
de vibração no intervalo entre 3 Hz e 5 Hz. 
Os mesmos autores referem ainda que as acelerações no assento podem ser obtidas, 
indirectamente, a partir das acelerações medidas na caixa dos veículos ponderadas por uma 
função de transferência que atende às características dinâmicas do assento (Wei and Griffin, 
1998a). Este procedimento evita a colocação de sensores nos assentos que em inúmeras 
ocasiões são de difícil instalação. 
2.5. AVALIAÇÃO DO COMPORTAMENTO DINÂMICO 
A avaliação do comportamento dinâmico do sistema ponte-comboio envolve aspetos 
relacionados com a estabilidade estrutural, a estabilidade do contacto roda-carril, a estabilidade 
da via e o conforto dos passageiros. 
2.5.1. Estabilidade estrutural 
A forma clássica de atender aos efeitos dinâmicos da passagem dum comboio sobre uma ponte 
consiste na afetação dos valores obtidos de forma estática de um coeficiente de amplificação 
dinâmica, também designado por fator de impacto (ϕ).  
Estudos levados a cabo pela UIC e pela ORE, em particular pelas comissões ORE D23 (1970) e 
ORE D128 (1979), com base numa campanha de mais de 350 medições em 37 pontes 
repartidas por sete administrações ferroviárias e utilizando diversos tipos de comboios de 
ensaio, permitiram determinar uma expressão para o coeficiente de amplificação dinâmica, 
dado por: 
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1+ =ϕ 1+ ''' λϕϕ +  (2.19) 
na qual 'ϕ  é a parcela da amplificação dinâmica correspondente a uma via perfeita, ''ϕ  é a 
parcela correspondente às irregularidades da via e λ um coeficiente que tem em conta o nível 
de manutenção da via. Os valores ϕ’ e ϕ’’ foram incluídos na ficha UIC 776-1R (1979) e são 
válidos caso a frequência fundamental da ponte se situe dentro de determinados limites, em 
função do comprimento de deformabilidade do elemento estrutural. Estes coeficientes 
mostraram ser adequados para avaliar os efeitos dinâmicos devidos aos comboios de alta 
velocidade em circulação e previstos para o futuro na década de 70, no entanto, a exploração 
das linhas de alta velocidade veio revelar insuficiências nestes coeficientes dinâmicos. 
Uma das situações que mostrou essa insuficiência foi a de um ensaio de um protótipo do 
comboio ICE que decorreu em 1992 na linha de alta velocidade entre Hannover e Würzburg. 
Durante este ensaio foram registadas amplificações dinâmicas da ordem dos 35 % numa ponte 
com vão igual a 44 m e secção em caixão, suportando duas vias de tráfego. Uma análise 
dinâmica posterior revelou que tais amplificações deveram-se a fenómenos de ressonância da 
estrutura. 
Na Figura 2.50 apresentam-se os resultados relativos ao valor máximo do deslocamento a meio 
vão de uma ponte com 10 m de vão, obtidos com base numa análise dinâmica para a passagem 
dos comboios ICE2 e TGV Duplo, bem como os deslocamentos resultantes da multiplicação do 
deslocamento estático pelo coeficiente (1+ϕ) definido na ficha UIC 776-1R. 
 
Figura 2.50 – Comparação das envolventes regulamentares definidas pelo deslocamento estático 
multiplicado por (1+φ’) com os resultados dinâmicos obtidos para os comboios ICE2 e TGV para uma 
ponte com 10 m de vão (ERRI D214/RP9, 2001) 
A observação do gráfico permite concluir que os picos da resposta, devido à ocorrência de 
ressonâncias do tabuleiro, não são cobertos pela envolvente dinâmica definida com base no 
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coeficiente referido. As razões apontadas para o facto dos coeficientes de amplificação 
dinâmica não cobrirem os efeitos dinâmicos devidos às ressonâncias foram: 
i) o facto das modernas formas estruturais possuírem coeficientes de amortecimento 
inferiores aos das estruturas mais antigas; 
ii) entre os comboios que serviram à definição dos coeficientes de amplificação (1+ϕ), 
apenas o comboio designado por ‘Turbo Train’ atingia os 300 km/h. Este comboio era 
formado apenas por 2 veículos, com cargas por eixo de 170 kN e um comprimento 
total de 38,4 m. Os modernos comboios de alta velocidade apresentam comprimentos 
que atingem os 400 m e podem exceder os 300 km/h. 
Tendo em conta que as indicações contempladas na ficha UIC 776-1R relativas aos efeitos 
dinâmicos não asseguravam um desempenho ótimo das estruturas sob a ação dos atuais 
comboios de alta velocidade, nomeadamente para velocidades superiores a 200 km/h, coube à 
comissão de especialistas D214 do ERRI o estudo e estabelecimento de procedimentos de 
análise que permitissem acautelar os efeitos de ressonância. 
Uma das componentes do trabalho desenvolvido pela comissão D214 do ERRI, referida por 
Marvillet e Tartary (2003), visou a definição de comboios universais que permitissem cobrir os 
efeitos dinâmicos dos comboios reais que circulam atualmente, ou possam vir a circular no 
futuro, na rede europeia de alta velocidade. 
O modelo encontrado, designado por HSLM-A, foi incluído na EN1991-2 e é formado por 10 
comboios universais com afastamentos dos eixos entre 18 m e 27 m, com cargas por eixo 
determinadas de modo a fazer coincidir as envolventes. Este modelo de cargas deverá ser 
utilizado para a determinação dos efeitos dinâmicos para todo o tipo de pontes, à exceção das 
pontes simplesmente apoiadas com vão inferior a 7 m, para as quais foi desenvolvido um 
modelo específico, o HSLM-B. Na Figura 2.51 é apresentada uma comparação entre a 
envolvente definida pela EN1991-2 e as assinaturas individuais dos 10 comboios que 
constituem o modelo HSLM-A. 
 
Figura 2.51 – Comparação das assinaturas dinâmicas dos 10 comboios constituintes do modelo de 
cargas HSLM-A com a envolvente do Eurocódigo (Marvillet and Tartary, 2003) 
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Na Figura 2.52 a) e b) é possível confirmar que a nova envolvente se sobrepõe às assinaturas 
dinâmicas dos restantes comboios reais, nomeadamente às dos comboios articulados e 
convencionais. 
 
 
a) b) 
Figura 2.52 – Comparação da envolvente das assinaturas dinâmicas do Eurocódigo com as assinaturas 
dinâmicas dos: a) comboios articulados; b) comboios convencionais (Marvillet and Tartary, 2003) 
2.5.2. Estabilidade do contacto roda-carril 
A estabilidade do contacto roda-carril é um aspeto essencial para a segurança da circulação dos 
veículos ferroviários, em particular no atravessamento de pontes. O risco de descarrilamento 
pode ser devido a três causas fundamentais: i) elevação do verdugo face ao carril (Figura 2.53 
a)); ii) derrube do carril ou excesso da bitola (Figura 2.53 b)), e iii) deslocamento lateral da 
plataforma da via (Figura 2.53 c)) (Iwnicki, 2006). 
 
 
 
a) b) c) 
Figura 2.53 – Estabilidade do contacto roda-carril: a) elevação do verdugo face ao carril; b) derrube do 
carril ou excesso da bitola; c) deslocamento lateral da via (Iwnicki, 2006)   
O descarrilamento devido à elevação do verdugo face ao carril é o fenómeno que ocorre com 
maior frequência, nomeadamente em situações onde a roda experimenta forças laterais muito 
elevadas combinadas com uma redução das forças verticais. A maioria dos critérios que visam 
controlar o risco de descarrilamento devido a este fenómeno são baseados na limitação da 
relação entre a força de contacto vertical (Q) e lateral (Y), como por exemplo, os critérios de 
Nadal, que considera apenas as forças de uma roda, e de Weinstock, que considera as forças 
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das duas rodas pertencentes ao mesmo eixo (Iwnicki, 2006). As especificações técnicas de 
interoperabilidade propõem um valor limite de Y/Q de cada roda igual a 0,80 (TSI, 2002).  
Outros critérios, mais simplificados, atendem unicamente à força de contacto vertical, como 
por exemplo o parâmetro de decaimento da força vertical (PD). Este parâmetro traduz a 
redução da força de contacto vertical aplicada por cada roda ao carril em relação ao seu valor 
estático, através da seguinte expressão: 
sta
dynsta
Q
QQ
PD
−
=    (2.20) 
onde Qsta é o valor estático da força vertical e Qdyn é o valor mínimo da força de contacto 
vertical (Qdyn ≤ Qsta). Valores elevados deste parâmetro indicam que a força vertical de contacto 
roda-carril sofre uma importante redução face ao seu valor estático, aumentando por isso o 
risco de descarrilamento. O valor limite deste parâmetro é igual a 0,25 de acordo com a 
regulamentação japonesa (Wu and Yang, 2003) e 0,60 de acordo com a regulamentação 
chinesa (Xia et al., 2006). Caso a força vertical inverta o sentido (Q<0) dá-se também o 
levantamento da roda, o que também pode levar ao descarrilamento do comboio, mesmo em 
casos onde a força lateral é pequena. 
Zhang et al. (2008) utilizam um parâmetro de descarga (OF) que depende das forças dinâmicas 
verticais que atuam nas rodas esquerda, PL, e direita, PR, de cada eixo do comboio:  
RL
RL
PP
PP
OF
+
−
=  (2.21) 
O valor limite deste parâmetro é igual a 0,60 de acordo com a regulamentação vigente na 
China. 
As especificações técnicas de interoperabilidade limitam ainda o valor máximo das forças de 
contacto vertical nas rodas a 180 kN, no caso veículos com velocidade máxima de circulação 
entre 200 e 250 km/h, a 170 kN, no caso de veículos com velocidade máxima de circulação 
entre 250 e 300 km/h, e 160 kN em veículos com velocidade máxima de circulação superiores a 
300 km/h (TSI, 2002). 
2.5.3. Estabilidade da via 
Com o intuito de avaliar o comportamento dinâmico da via balastrada para diferentes níveis de 
aceleração, foram efetuados um conjunto de ensaios que consistiram na reprodução em 
laboratório de um troço de via balastrada, submetendo-o a diversos níveis de aceleração e 
considerando frequências até 60 Hz (Baeßler and Rücker, 2007). O resultado de um dos ensaios 
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é apresentado na Figura 2.54 a), em que se representa a designada função de transferência, dada 
pela relação entre a aceleração medida na travessa e a aceleração aplicada na base da camada 
de balastro, em função da frequência da excitação e da aceleração introduzida na caixa que 
contém o balastro. Na Figura 2.54 b) apresenta-se ainda uma comparação das funções de 
transferência obtidas por via experimental e numérica, para um nível de aceleração da base da 
caixa igual a 0,7g.  
A modelação numérica envolveu a modelação das partículas de balastro, através de elementos 
discretos rígidos, e dos contactos entre as partículas por intermédio de elementos mola-
amortecedor. As molas apresentam leis constitutivas não lineares, para o contacto nas direções 
normal e tangencial, e os amortecedores são responsáveis pela dissipação de energia do 
sistema. 
A observação da figura permite constatar que as maiores amplificações ocorrem para 
acelerações superiores a 0,7g, verificando-se ainda que os valores da função de transferência 
aumentam até à frequência de 60 Hz. Uma simulação numérica a reproduzir as condições do 
ensaio permitiu extrapolar os valores da função de transferência para o intervalo de frequências 
entre 60 Hz e 150 Hz, tendo-se constatado que o valor máximo é atingido para uma frequência 
próxima de 60 Hz. 
 
 
a) b) 
Figura 2.54 – Funções de transferência do balastro para diferentes frequências de excitação, 
considerando: a) diferentes valores da aceleração introduzida na caixa; b) a aceleração introduzida na 
caixa igual a 0,7g (adaptado de Zacher e Baeßler (2005)) 
O critério regulamentar prescrito na EN1991-2 (2003) limita o valor de pico da aceleração 
vertical do tabuleiro a 3,50 m/s2 (≈ 0,35g), no caso de pontes com via balastrada, considerando 
o contributo das frequências até ao máximo de 30 Hz ou 1,5 vezes a frequência do primeiro 
modo de vibração do elemento estrutural a analisar, incluindo no mínimo os três primeiros 
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modos de vibração. Os valores máximos da aceleração resultam da aplicação de um fator de 
segurança de 2,0 aos valores limite de aceleração obtidos experimentalmente. 
No que se refere ao conteúdo em frequência, a figura parece apontar que o limite regulamentar 
de 30 Hz é pouco conservativo em relação à frequência de 60 Hz que foi obtida com base nos 
resultados experimentais e nas análises numéricas complementares.    
A análise dos registos experimentais relativos à passagem de comboios em pontes da rede 
ferroviária alemã permitiu concluir que o limite regulamentar da aceleração vertical é por 
diversas vezes ultrapassado, geralmente para um número reduzido de picos associados à 
passagem da locomotiva do comboio ou mesmo de veículos intermédios, não se tendo registado 
fenómenos de instabilização da camada de balastro (Baeßler and Rücker, 2007; Zacher and 
Baeßler, 2005). O critério regulamentar atende unicamente ao valor máximo registado, não 
entrando em consideração, por exemplo, com o número de ciclos nos quais os valores 
regulamentares são excedidos. Na Figura 2.55 apresenta-se, a título de exemplo, um registo de 
acelerações de uma ponte para a passagem do comboio ICE3 à velocidade de 250 km/h, onde é 
visível que o valor regulamentar foi apenas excedido em 3 picos, que se encontram assinalados.  
 
Figura 2.55 – Registo de acelerações do tabuleiro com indicação do limite regulamentar (Zacher and 
Baeßler, 2005) 
Baeβler et al. (2012) referem que em vias-férreas com carril contínuo soldado a atuação de 
variações uniformes de temperatura ao nível da via e do tabuleiro são geradoras de elevadas 
tensões nos carris que podem conduzir à ocorrência de fenómenos de encurvadura lateral da 
via. A probabilidade de ocorrência destes fenómenos é maior no caso de tabuleiros com níveis 
de aceleração elevados, uma vez que as vibrações excessivas do balastro são causadoras de 
deslocamentos laterais das travessas que podem levar à instabilidade lateral da via. Um 
conjunto de ensaios experimentais levados a cabo na BAM permitiram concluir que o 
deslocamento máximo da travessa que conduz à perda da resistência lateral da via foi atingido 
aos 0,5 mm ao final de 10 ciclos de vibrações elevadas (Baeßler and Rücker, 2007). 
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Face ao exposto, a Deutsche Bahn elaborou uma proposta alternativa ao critério previsto na 
EN1991-2, atendendo não só à limitação da aceleração vertical mas também à influência que 
elevados níveis de aceleração podem ter na diminuição da resistência lateral da via, parâmetro 
de grande influência na segurança da circulação (Baeßler and Rücker, 2007; Zacher and 
Baeßler, 2005). Segundo este critério alternativo, nas situações em que o critério da limitação 
da aceleração vertical não seja integralmente cumprido, são permitidos 10 ciclos sucessivos de 
vibração com níveis de aceleração superiores aos regulamentares, não podendo, no entanto, ser 
excedido o valor de 0,55g, em pontes com via balastrada. Este valor limite resulta da aplicação 
de um fator de segurança de 1,3 aos valores limite de aceleração obtidos experimentalmente. 
Os resultados de campanhas experimentais realizadas a mais de uma centena de estruturas da 
linha da costa Oeste do Reino Unido permitiu identificar inúmeros tabuleiros onde zonas 
limitadas de balastro são sujeitas a níveis de aceleração muito elevados, no entanto, sem 
originar fenómenos de instabilização do balastro. Na Figura 2.56 apresenta-se um mapa da 
aceleração vertical de um tabuleiro onde a cor vermelha são identificadas as zonas onde se 
registam acelerações superiores a 1g. Nestas zonas o confinamento lateral proporcionado pelo 
balastro circundante impede que ocorram movimentos significativos do balastro. Na sequência 
deste estudo experimental Norris (2005) sugere também a definição de novos limites da 
aceleração vertical do tabuleiro, nomeadamente, 5 m/s2 para a generalidade das pontes 
balastradas e 6 m/s2 para pontes balastradas com maiores amortecimentos ou com frequências 
de vibração distintas das frequências induzidas pelos comboios em circulação. O limite da 
aceleração vertical passa para 10 m/s2 no caso de picos de aceleração locais sem carácter 
cíclico e que não afetem áreas superiores à área de influência de duas travessas (≈ 1,2 m).  
 
Figura 2.56 – Níveis de aceleração no tabuleiro de uma ponte (adaptado de Norris (2005)) 
Zhai et al. (2004) realizaram a monitorização dos níveis de aceleração do balastro através da 
colocação de acelerómetros no interior da camada de balastro, localizados a cerca de 150 mm 
sob as travessas, e no alinhamento do eixo do carril (Figura 2.57 a)). Estes acelerómetros foram 
protegidos por uma caixa com uma forma semelhante à das partículas de balastro e permitiram 
a obtenção de registos que revelaram uma boa concordância com os resultados numéricos. 
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Norris (2005) refere ainda a monitorização dos movimentos do balastro por intermédio de uma 
técnica de marcação com marcas pintadas nas partículas de balastro (Figura 2.57 b)). 
   
 
 
a) b) 
Figura 2.57 – Monitorização da camada de balastro: a) acelerómetro (Zhai et al., 2004); b) técnica de 
marcação (Norris, 2005) 
Alguns autores referem ainda algumas medidas para a redução dos movimentos do balastro, por 
exemplo, com recurso a técnicas de colagem das partículas do balastro (Norris, 2005). A 
redução dos níveis de aceleração do tabuleiro pode também ser realizada com recurso a 
amortecedores de massas sincronizadas (TMDs) no caso de pontes existentes ou mesmo em 
estruturas temporárias (Henriques, 2007). 
Shin et al. (2010) propõem um método inovador para a redução dos níveis de vibração dos 
tabuleiros de pontes pertencentes à rede de alta velocidade coreana, para a passagem do 
comboio KTX. Este novo método não implica qualquer alteração ou reforço das estruturas mas 
simplesmente a alteração da configuração do comboio através da introdução de veículos 
intermédios de comprimento ajustado. Estes novos veículos permitem a perturbação dos efeitos 
de ressonância nas estruturas evitando a ocorrência de amplificações dinâmicas excessivas, 
conforme ilustrado na Figura 2.58. 
 
Figura 2.58 – Resposta dinâmica com veículos de comprimento ajustado (Shin et al., 2010) 
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2.5.4. Conforto dos passageiros 
A avaliação do conforto dos passageiros em pontes ferroviárias é geralmente efectuada com 
base em duas metodologias distintas.  
A primeira metodologia é baseada na definição de limites de deformabilidade das pontes 
compatíveis com diferentes níveis do conforto dos passageiros. Os limites estabelecidos 
resultaram de um conjunto de estudos levados a cabo por especialistas da comissão B153 da 
ORE e das comissões D160 e D190 do ERRI, cujos resultados finais foram englobados na 
EN1990-Anexo A2 (2005). 
A comissão de especialistas D160 da ORE (ORE D160, 1989) estabeleceu recomendações 
relativas à deformabilidade das pontes, traduzida pela relação L/δ em que L é o vão e δ é a 
flecha produzida pelo modelo de cargas LM71 majorada pelo respetivo coeficiente dinâmico Φ, 
para 3 níveis de conforto: excelente, aceitável e inaceitável, e considerando três categorias de 
tráfego dependentes da velocidade. Os resultados deste estudo foram publicados sob a forma de 
uma recomendação na ficha UIC 776-3R (2001) e são apresentados no Quadro 2.5. 
Os limites de deformabilidade propostos foram baseados em resultados de análises dinâmicas 
com interação ponte-comboio, efetuadas para pontes constituídas por um ou cinco tramos, 
sujeitas à passagem de comboios formados por locomotivas CC6500 e carruagens Corail da 
SNCF, para velocidades de 120, 160 e 200 km/h e de comboios TGV, para velocidades de 200, 
250 e 300 km/h. 
Quadro 2.5 – Limites inferiores da relação L/δ para níveis de conforto excelente, aceitável e inaceitável 
(adaptado de Calçada (1995)) 
1 ou 2 vãos 3 a 5 vãos 
v (km/h) Nível de 
conforto 
L ≤ 25 m L ≥ 30 m L ≤ 25 m L ≥ 30 m 
 
v ≤ 120 
E 
A 
I 
400 
350 
< 350 
400 
350 
< 350 
500 
450 
< 400 
900 
800 
< 400 
 
120 < v ≤ 200 
E 
A 
I 
500 
450 
< 400 
800 
600 
< 400 
1000 
700 
< 500 
2200 
2000 
< 600 
 
200 < v ≤ 300 
E 
A 
I 
800 
550 
< 400 
1000 
750 
< 400 
1200 
700 
< 500 
2200 
2000 
< 700 
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A comissão D190 do ERRI (ERRI D190/RP5, 1995) redefiniu os limites de deformabilidade 
propostos pela comissão D160 da ORE no sentido de contemplar as pontes contínuas e as 
pontes formadas por um grande número de tramos simplesmente apoiados, que constituem 
atualmente as configurações estruturais mais comuns para pontes em vias de alta velocidade, 
para além de incorporar novas tipologias estruturais como as estruturas mistas aço-betão. Os 
próprios comboios que serviram de base às simulações numéricas estavam também 
desatualizados e tiveram de ser ajustados, nomeadamente com a subdivisão dos veículos em 
articulados e não articulados, e com a inclusão de um veículo tipo representativo dos veículos 
utilizados pelas operadoras ferroviárias europeias a operar a velocidades inferiores a 200 km/h. 
Esta comissão concluiu ainda que os limites de deformabilidade indicados na ficha UIC 776-3R 
eram demasiadamente conservativos, podendo ser reduzida a rigidez das pontes para a 
obtenção de idênticos níveis de conforto. No caso de pontes contínuas, os limites de 
deformabilidade indicados foram igualmente reduzidos. O trabalho da comissão D190 serviu de 
base ao estabelecimento dos limites de deformabilidade atualmente preconizados na norma 
EN1990-Anexo A2 (2005) e que são representados na Figura 2.59. Os valores limite da relação 
L/δ são apresentados em função do vão e da velocidade para pontes cujo tabuleiro seja 
constituído por uma sucessão de três ou mais tramos simplesmente apoiados e para o nível de 
conforto muito bom. 
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Figura 2.59 – Limites da relação L/δ propostos na norma EN1990-Anexo A2 (2005) para o nível de 
conforto muito bom  
Com base em resultados de campanhas de medição de acelerações nas carruagens do comboio 
Thalys em pontes da linha de alta velocidade belga, Van Bogaert (2005) concluiu que a rigidez 
vertical para a ponte obtida com base na metodologia simplificada proposta na norma EN1990-
Anexo A2, por forma a obter-se um nível de conforto muito bom dos passageiros, são 
excessivos no caso de pontes com vãos médios (20 a 40 m) e insuficientes para pontes de 
grande vão (da ordem dos 120 m) (Figura 2.60). 
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Figura 2.60 – Comparação dos limites de deformabilidade propostos na norma EN1990-Anexo A2 com 
valores experimentais (Van Bogaert, 2005) 
Bruggers (2002) reforça a ideia anterior, referindo que em inúmeras situações, o critério de 
deformabilidade proposto pela norma EN1990-Anexo A2 conduz à adoção de soluções para os 
tabuleiros de pontes com rigidez excessiva. Este autor salienta ainda que o modelo dinâmico de 
interação ponte-comboio utilizado na construção das curvas de conforto regulamentares não 
vem suficientemente detalhado nos relatórios da comissão D190 do ERRI. 
A avaliação do conforto dos passageiros preconizada na EN1990-Anexo A2 baseia-se apenas 
nos valores de pico da aceleração nas carruagens, não atendendo portanto à variação temporal 
desta grandeza. Nada é dito também sobre o modo de proceder à avaliação do conforto quando 
existe uma forte variabilidade espacial dos valores de pico das acelerações ao longo do 
comboio.  
Calçada e Delgado (2007) concluíram que os níveis de conforto são sensíveis em relação à 
carruagem tomada para controlo da aceleração, ou seja, existe uma variabilidade espacial do 
conforto. Na Figura 2.61 apresentam-se os valores de pico da aceleração vertical nas diferentes 
carruagens do comboio ICE2, em função da velocidade, para a passagem sobre uma ponte 
metálica situada numa linha convencional, que foi estudada para permitir velocidades 
superiores às atuais (Calçada and Delgado, 2007). A observação da figura permite constatar 
que os maiores valores de pico foram registados na primeira e última carruagens, situadas 
próximas das locomotivas. A figura dá ainda relevo ao interesse em realizar a avaliação do 
conforto dos passageiros com base em conceitos probabilísticos. De forma a exemplificar o 
interesse destes conceitos, apresentam-se três curvas correspondentes ao valor médio, ao 
quantilho dos 95 % e à envolvente superior das acelerações. Os resultados obtidos permitiram 
concluir que caso se considere a envolvente superior, o nível de conforto seria muito bom até à 
velocidade de 250 km/h, bom entre 250 e 280 km/h, e aceitável para velocidades entre 280 e 
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340 km/h. Caso fosse considerada a curva correspondente ao quantilho de 95 %, o nível de 
conforto poderia ser considerado muito bom até aos 280 km/h. 
 
Figura 2.61 – Aceleração vertical nas carruagens do comboio ICE2, em função da velocidade (Calçada 
and Delgado, 2007)   
Sogabe et al. (2005) realizaram uma extensa análise das respostas dinâmicas do sistema ponte-
comboio obtidas por via numérica, com base em modelos que contemplam a interação 
dinâmica, e complementadas com informação experimental, com o objetivo de estabelecer 
limites de deformabilidade das pontes atendendo a diferentes níveis de conforto dos 
passageiros. Este estudo incidiu na passagem do comboio Shinkansen, a velocidades entre 
260 km/h e 360 km/h, em 17 pontes de diferentes tipologias (simplesmente apoiadas, contínuas 
e em pórtico) e com vãos compreendidos entre 14 m e 105 m. Os resultados deste estudo foram 
utilizados na reformulação das normas japonesas relativas ao conforto em veículos ferroviários, 
datadas de 1963, e que apenas contemplavam limites de deformação para velocidades de 
circulação até 260 km/h. No Quadro 2.6 são apresentados os valores propostos para os limites 
de deformação de pontes ferroviárias com múltiplos vãos e compatíveis com uma aceleração 
vertical da caixa do veículo igual a 2,0 m/s2. 
Quadro 2.6 – Limites de deformação de pontes ferroviárias com múltiplos vãos (adaptado de 
Sogabe et al. (2005)) 
10 a 20 30 40 a 100
260 L  / 2200
300 L  / 2800
360 L  / 3500 L  / 2800 L  / 2200
Vão L  [m]Velocidade 
máxima
[km/h]
L  / 1700
L  / 2000
 
A segunda metodologia tem um âmbito de aplicação mais alargado, nomeadamente na 
avaliação do conforto dos passageiros em plena via e em eventos de longa duração, contudo 
constitui também uma referência na avaliação do conforto dos passageiros em pontes. Esta 
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metodologia é baseada na avaliação das acelerações no interior dos veículos, em particular na 
base da caixa e nos interfaces do passageiro com a caixa. As acelerações podem ser obtidas por 
via experimental ou numérica através de análises dinâmicas com interação ponte-comboio. A 
norma BS 6841 (1987) e as recomendações ISO 2631-1 (1997), ENV 12299 (1999) e 
UIC 513 (1994) são alguns dos documentos que definem metodologias para a avaliação das 
vibrações com base nos registos de acelerações, e envolvem: i) a definição de um parâmetro de 
conforto, ii) a ponderação das acelerações medidas através de filtros, e iii) a comparação do 
valor do parâmetro de conforto com limites estabelecidos ou recomendados. 
Bruggers (2002) realizou um levantamento exaustivo dos principais parâmetros de conforto 
referidos nas diferentes normas e recomendações. A aceleração média quadrática (aRMS) é um 
parâmetro utilizado na avaliação do conforto de movimentos contínuos, estacionários e sem 
variações bruscas da aceleração (ISO 2631-1, 1997): 
( )dtta
T
a
T
wRMS  
1
0
2
∫=  (2.22) 
onde aw representa a aceleração no pavimento da caixa do veículo ponderada por um filtro, em 
m/s2, e T é a duração da vibração em s. 
A ponderação das acelerações medidas através de filtros permite traduzir a influência do 
conteúdo em frequência das vibrações no conforto dos indivíduos. Na Figura 2.62 apresentam-
se alguns filtros de ponderação das acelerações, incluindo os filtros utilizados na avaliação do 
conforto dos passageiros na direcção vertical (curva Wk), nas direcções transversal e 
longitudinal (curva Wd) e para eventos susceptíveis de causarem o enjôo dos passageiros (curva 
Wf) (ISO 2631-1, 1997). Pode-se observar que a curva Wk dá um maior peso a frequências no 
intervalo entre os 4 e 9 Hz, no qual estão enquadradas as principais frequências de vibração do 
corpo humano (Bruggers, 2002). 
 
Figura 2.62 – Filtros de ponderação das vibrações (ISO 2631-1, 1997) 
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Em situações em que a razão da aceleração máxima e a aceleração média quadrática é superior 
a 9, é recomendada a utilização da aceleração média ponderada pela quarta potência (aRMQ) 
(ISO 2631-1, 1997): 
( )4
0
4
 
1 dtta
T
a
T
wRMQ ∫=  (2.23) 
Este parâmetro é por isso mais adequado na avaliação do conforto de movimentos onde 
ocorram frequentemente variações bruscas da aceleração e para períodos de exposição muito 
curtos ou muito longos. 
A norma ENV 12999 (1999) propõe o parâmetro NMV dado pela expressão: 
95,6 kwMV aN =  (2.24) 
onde aw,k95 é o valor da aceleração no pavimento da caixa do veículo, ponderada por um filtro, 
correspondente ao quantilho 95 %. 
Caso se pretenda comparar registos de acelerações com durações distintas a dependência do 
tempo de exposição deve ser considerada, como sucede no parâmetro VDV (‘Vibration Dose 
Value’) (BS 6841, 1987; ISO 2631-1, 1997): 
4
0
4 )(∫=
T
w dttaVDV  (2.25) 
A comissão D190 do ERRI (ERRI D190/RP5, 1995) concluiu que o parâmetro VDV é o que 
apresenta o maior grau de correlação com o nível de conforto dos passageiros, no entanto, 
revelou limitações importantes na avaliação do conforto em movimentos com tempos de 
exposição muito curtos ou muito longos. Face ao exposto, e no âmbito dos estudos levados a 
cabo por esta comissão o nível de desconforto dos passageiros provocado pelas vibrações 
harmónicas associadas à deformação da ponte foi avaliado através do parâmetro LIh: 
3
1
0
3 )(77,107 






= ∫
T
wh dttaLI  (2.26) 
A norma ISO 2631-1 (1997) prevê ainda a possibilidade da avaliação do conforto ser realizada 
com base na aceleração média quadrática no assento (av) considerando os contributos das 
acelerações medidas nas três direcções, por intermédio da seguinte expressão: 
( )21222 RMSwzzRMSwyyRMSwxxv akakaka ++=  (2.27) 
em que kx, ky e kz são coeficientes de pesagem nas direcções x, y e z.  
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Investigações recentes revelaram que o contributo de outras zonas de contacto do corpo 
humano com o veículo, tais como as interfaces pés-pavimento, pescoço-apoio da cabeça, 
antebraço-apoio dos braços, entre outras, podem também ser consideradas na avaliação do 
conforto dos passageiros (Brogioli et al., 2011; Kang et al., 2011; Karen et al., 2012). Os 
resultados destes estudos não foram ainda incluídos nos principais documentos normativos. 
No Quadro 2.7 apresentam-se as escalas de conforto propostas nas normas ISO 2631-1 e 
ENV 12999, e no relatório da comissão D190 do ERRI, em correspondência com os valores 
dos respectivos parâmetros de conforto. 
Quadro 2.7 – Escalas de conforto de acordo com as indicações das normas ISO 2631-1 e ENV 12999, e 
no relatório da comissão D190 do ERRI    
Escala de conforto Parâmetro de 
conforto Norma Descrição Valores limite 
1 pouco desconfortável [0,315 - 0,630] 
Algo desconfortável [0,500 - 1,000] 
Desconfortável [0,800 - 1,600] 
Muito desconfortável [1,250 - 2,500] 
aRMS ISO 2631-1 
Extremamente desconfortável ≥ 2,000 
Muito desconfortável ≥ 5 
Desconfortável [4 - 5] 
Médio [2 - 4] 
Confortável [1 - 2] 
NMV ENV12999 
Muito confortável < 1 
% passageiros com desconforto  
10 45 
50 85 
LIh ERRI D190 
90 225 
Carlbom (2000) refere que o conforto dos passageiros pode ser avaliado, indiretamente, a partir 
dos deslocamentos modais dos pontos da caixa onde estão localizados os assentos, com base no 
denominado fator de contribuição modal (MCF):  
∑
=
=
N
i
ijj dN
MCF
1
1
 
(2.28) 
onde j é o número de ordem do modo de vibração, dij é o deslocamento modal relativo ao modo 
j no ponto i, e N representa o número total de pontos de controlo. O valor do parâmetro MCF 
atende unicamente à informação modal sem ter em consideração a importância de cada modo 
de vibração na resposta dinâmica do veículo. 
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3. METODOLOGIAS DE ANÁLISE DINÂMICA DO SISTEMA 
PONTE-COMBOIO 
3.1. INTRODUÇÃO 
A análise da resposta dinâmica de uma ponte para a passagem de um comboio pode ser 
efetuada por intermédio de diferentes metodologias, nomeadamente analíticas, simplificadas, 
empíricas ou numéricas.  
As metodologias analíticas têm a vantagem de permitir a compreensão dos princípios básicos 
que governam a resposta dinâmica do sistema através das equações diferenciais do movimento, 
mas as soluções apresentam em geral uma grande complexidade, pelo que são aplicáveis 
apenas a problemas muito simples, como, por exemplo, o problema da passagem de uma carga 
móvel, ou de uma série de cargas móveis, sobre uma viga simplesmente apoiada (Frýba, 1996). 
Existem ainda soluções para o problema com interação relativo à passagem de uma massa 
suspensa (Biggs, 1964; Yang et al., 2004b), um conjunto de massas suspensas (Neves et al., 
2012), ou de um veículo formado por um elemento de viga rígido apoiado em dois sistemas 
mola-amortecedor (Yau and Yang, 1998), sobre uma viga simplesmente apoiada. 
Com base em metodologias analíticas foi possível obter metodologias simplificadas para a 
análise da resposta dinâmica de pontes com comportamento assimilável ao de uma viga 
simplesmente apoiada, como os métodos da Decomposição da Excitação em Ressonância 
(DER) ou da Linha de Influência Residual (LIR) (Barbero, 2001; ERRI D214/RP6, 1999; 
Ribeiro, 2004). 
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As metodologias empíricas resultam do tratamento de medições de pontes para a passagem de 
determinados comboios, pelo que o seu campo de aplicação é restrito ao universo de pontes e 
comboios ensaiados. 
As metodologias de análise numérica são geralmente baseadas no método dos elementos finitos 
e têm a vantagem de permitir analisar o comportamento dinâmico de problemas complexos. De 
entre as metodologias de análise numérica refiram-se as metodologias de cargas móveis e as 
metodologias com interação ponte-comboio.  
A primeira metodologia, mais simples, considera o comboio como um conjunto de cargas em 
movimento, sendo de fácil utilização e implementação em programas de cálculo comerciais. 
Esta metodologia é indicada para os casos em que a interação não influencia significativamente 
a resposta dinâmica da estrutura, como sucede em problemas em que a massa dos veículos é 
pequena comparativamente à massa da estrutura (Martínez Rodrigo, 2009; Yang and Lin, 
1995). 
A segunda metodologia, de maior dificuldade de utilização pois envolve a modelação do 
comboio e o conhecimento dos seus parâmetros, não se encontra diretamente disponível em 
programas de cálculo comerciais. Esta metodologia é bastante relevante em situações em que se 
pretenda avaliar o conforto dos passageiros, analisar a estabilidade do contacto roda-carril, 
avaliar os efeitos das irregularidades da via ou dos lisos das rodas dos comboios, etc. 
Martínez Rodrigo (2009) refere que o modelo de cargas móveis não traduz de forma adequada 
a resposta dinâmica de pontes de pequeno vão, particularmente para as velocidades de 
ressonância. Nestas velocidades os modelos que consideram a interação ponte-comboio 
permitiram reduções da ordem dos 25 % nos valores dos deslocamentos e acelerações, 
comparativamente aos modelos de cargas móveis. Adicionalmente foi também identificada 
uma variação da frequência de vibração da ponte em virtude do incremento de massa conferido 
pela consideração do comboio. Para velocidades afastadas da velocidade de ressonância, os 
modelos com interacção proporcionaram resultados muito semelhantes aos obtidos com os 
modelos de cargas móveis. 
Também a comissão de especialistas D214 do ERRI (ERRI D214/RP9, 2001) efetuou um 
estudo da passagem do comboio ICE2 em diversas pontes, com vãos distintos, tendo constatado 
importantes diferenças entre as respostas obtidas com modelos de cargas móveis e com 
interação ponte-comboio. No seguimento do trabalho desta comissão, foi proposto a 
consideração de um amortecimento adicional nas estruturas para ter em conta os efeitos 
positivos da interação entre a ponte e o comboio, viabilizando a utilização dos modelos de 
cargas móveis no estudo de pontes. 
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A análise dinâmica do sistema ponte-comboio pode ser realizada no domínio da frequência 
(Lombaert and Conte, 2011) ou no domínio do tempo (Liu et al., 2009; Neves et al., 2012). As 
análises no domínio da frequência são geralmente mais eficientes do ponto de vista 
computacional, no entanto, apresentam limitações na consideração de eventuais fenómenos 
não-periódicos e não linearidades estruturais, tais como as associadas ao comportamento do 
balastro, a alguns tipos de aparelhos de apoio, e a algumas suspensões dos comboios, do tipo 
atrítico e pneumático. 
Os estudos da interação dinâmica ponte-comboio têm incidido, maioritariamente, na interação 
na direção vertical (Delgado et al., 2009a; Neves et al., 2012). No entanto, existem também 
abordagens que incluem as componentes da interação nas direções transversal e longitudinal 
(Song et al., 2003; Wu and Yang, 2003). 
As metodologias numéricas de análise com interação ponte-comboio podem resolver o 
problema dinâmico segundo duas abordagens distintas, uma considera os sistemas ponte e 
comboio de forma acoplada (Biondi et al., 2005; Lou and Zeng, 2005) e a outra de forma 
desacoplada (Calçada, 1995; Cruz, 1994; Kwark et al., 2004; Majka and Hartnett, 2008; Neves, 
2008). 
Nas metodologias acopladas as matrizes dos sistemas ponte e comboio são geradas 
conjuntamente e a resolução das equações de equilíbrio dinâmico é por inerência também 
conjunta. Estas metodologias apresentam tempos de cálculo elevados uma vez que requerem a 
atualização e a fatorização das matrizes do sistema a cada incremento de tempo da análise, em 
virtude das posições dos pontos de contacto variarem no tempo. Biondi et al. (2005) 
conseguiram aumentar a eficiência deste procedimento alterando apenas os termos das matrizes 
fatorizadas que variam no decorrer da análise.  
Bowe e Mullarkey (2005), Yang e Lin (1995) e Yang et al. (2004b) realizam o acoplamento 
dos dois sistemas estruturais através de elementos finitos de interface formados por uma mola, 
que traduz a rigidez hertziana do contacto roda-carril, um elemento de viga, representando a 
porção da estrutura sob a influência do rodado, e incluindo eventuais irregularidades (Figura 
3.1). Estes autores desenvolveram as funções de forma que serviram de base à construção das 
matrizes deste elemento finito e que podem ser incorporadas nas matrizes dos sistemas ponte e 
comboio, permitindo resolver o problema dinâmico de forma conjunta. Este tipo de elemento 
finito, especialmente concebido para a interface roda-carril, não está geralmente disponível na 
maioria dos programas comerciais de elementos finitos. 
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Figura 3.1 – Elemento finito de interação ponte-comboio (Yang et al., 2004)  
Nas metodologias desacopladas as equações de equilíbrio dinâmico do comboio e da ponte são 
geradas separadamente e a compatibilização dos dois sistemas estruturais é geralmente 
realizada por intermédio de métodos iterativos (Calçada, 1995; Cruz, 1994; Lei and Noda, 
2002; Song et al., 2003; Yang and Fonder, 1996; Yang and Wu, 2001), métodos diretos (Neves, 
2008; Neves et al., 2012) ou algoritmos avançados de contacto (Marques, 2006; Ribeiro et al., 
2008). 
Nos métodos iterativos os dois sistemas são calculados simultaneamente ao longo do tempo, 
recorrendo-se em cada incremento de tempo a um processo iterativo, visando a 
compatibilização dos dois sistemas estruturais em termos da componente dinâmica da força de 
interação e do deslocamento dos nós de contacto. Estes métodos são exigentes do ponto de 
vista computacional nomeadamente em problemas com um elevado número de pontos de 
contacto. Yang e Fonder (1996) implementaram uma técnica que permite acelerar o processo 
de convergência e reduzir consideravelmente o número total de iterações. Esta técnica é 
baseada na correção dos valores dos deslocamentos obtidos em cada iteração, ou a cada duas 
iterações, por intermédio de coeficientes de relaxação. 
Mais recentemente Neves (2008) e Neves et al. (2012) desenvolveram um novo algoritmo para 
a realização de análises dinâmicas com interação ponte-comboio, denominado de método 
direto, que compatibiliza as equações de equilíbrio dinâmico de ambos os sistemas sem recurso 
a iterações. Neste método, para cada instante de tempo, é necessário definir equações de 
compatibilidade entre os pontos do veículo e os pontos da estrutura em interação. O conjunto 
das equações de equilíbrio dinâmico e de compatibilidade de deslocamentos constitui um 
sistema único de equações, denominado de sistema misto de equações, cujas incógnitas são 
deslocamentos e forças de interação. Este sistema misto pode ser resolvido de forma eficiente e 
direta mediante a consideração de diversas submatrizes com características específicas. A 
eficiência deste método passa em grande medida pela alteração, a cada instante de tempo, 
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apenas dos termos do sistema misto que envolvem as forças de interação, permanecendo os 
restantes termos inalterados (Neves, 2008). 
Outra forma de analisar a interação ponte-comboio envolve o recurso a algoritmos avançados 
de contacto e que estão disponíveis em inúmeros programas comerciais. Estes algoritmos 
assentam em relações geométricas entre as superfícies dos corpos em contacto e que impedem 
que o domínio de um corpo ultrapasse a fronteira do outro corpo. Como resultado, 
desenvolvem-se forças de contacto normais e tangenciais que atuam na região de contacto entre 
os corpos de modo a eliminar a sua sobreposição (Alves Ribeiro, 2012; Marques, 2006; Ribeiro 
et al., 2008). 
Nos problemas de contacto roda-carril a interação é muitas vezes simulada por intermédio de 
um contacto do tipo ponto-linha em que os elementos que modelam os carris podem ser 
definidos como linhas alvo e as rodas do comboio como os nós que estabelecem o contacto 
(Johnson, 2002). As metodologias para a resolução do problema de contacto são normalmente 
baseadas no método da penalidade, no método de Lagrange ou no método de Lagrange 
aumentado. Os aspetos conceptuais e algumas aplicações de cada uma destas metodologias 
podem ser encontrados no livro da autoria de Wriggers (2002). Os algoritmos de contacto têm 
como principal desvantagem o elevado tempo computacional. 
Alguns autores têm ainda utilizado técnicas de condensação dos graus de liberdade do modelo 
do veículo tendo em vista a redução da dimensão do problema dinâmico (Yang and Lin, 1995). 
Estas técnicas têm demonstrado ser eficientes na estimativa da resposta das estruturas, no 
entanto, têm revelado limitações na estimativa da resposta dos veículos. As técnicas de 
condensação utilizadas podem ser baseadas na condensação de Guyan, ou mesmo técnicas mais 
adaptadas a problemas dinâmicos, como é o caso da técnica CMS (‘Component-Mode 
Synthesis’) (Sellgren, 2003).  
As equações de equilíbrio dinâmico são geralmente resolvidas por intermédio de métodos de 
integração direta, tais como o método de Newmark, o método Wilson-θ ou o método HHT, ou 
mesmo formulações de estado (Nielsen and Abrahamsson, 1992; Nielsen and Igeland, 1995). 
Autores como Nielsen e Abrahamsson (1992), Lou e Zeng (2005) e Liu et al. (2009) utilizam o 
método da sobreposição modal para o cálculo dinâmico do subsistema ponte, ou do subsistema 
via, de modo a tirar partido da sua elevada eficiência em problemas de grandes dimensões. O 
método da sobreposição de vetores de Ritz, em alternativa ao método da sobreposição modal, 
permite atender à distribuição espacial da solicitação no cálculo dinâmico considerando apenas 
as configurações deformadas que têm uma participação significativa na resposta e excluindo as 
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restantes configurações. Desta forma, a dimensão do problema é reduzida, proporcionando 
resultados com maior precisão e menor custo computacional. 
Neste capítulo serão abordados os aspetos do desenvolvimento de uma aplicação 
computacional baseada numa metodologia iterativa para a resolução do problema de interação 
dinâmica ponte-comboio desenvolvida no programa MATLAB (2011). Neste programa a 
resolução das equações de equilíbrio dinâmico da ponte é efetuada através do método da 
sobreposição modal, enquanto as equações de equilíbrio dinâmico do comboio são resolvidas 
com recurso a um método de integração direta. Será dado especial enfâse à descrição das 
principais rotinas e sub-rotinas desenvolvidas para além de serem apresentados alguns casos de 
validação que incidiram na comparação das respostas dinâmicas obtidas com o programa 
desenvolvido e com o programa FEMIX (2008), que recorre a um método direto, e com o 
programa ANSYS (2007), que recorre a um algoritmo de contacto.  
3.2. DESCRIÇÃO DA METODOLOGIA ITERATIVA 
A metodologia iterativa considera os dois subsistemas, ponte e comboio, modelados como duas 
estruturas independentes, calculadas simultaneamente ao longo do tempo, recorrendo-se a cada 
incremento de tempo a um processo iterativo visando a compatibilização dos dois subsistemas 
estruturais em termos da força dinâmica de interação e dos deslocamentos sob as cargas 
móveis.  
Na Figura 3.2 ilustra-se o problema clássico da interação entre o tabuleiro de uma ponte 
ferroviária e um veículo e que pode incluir as irregularidades da via. 
 
Figura 3.2 – Modelo do sistema ponte-comboio 
As equações de equilíbrio dinâmico dos subsistemas ponte e o comboio estão desacopladas e 
podem ser escritas, para o instante de tempo t, da seguinte forma: 
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onde M, C e K são as matrizes de massa, amortecimento e rigidez; u&& , u&  e u  são os vetores 
das acelerações, velocidades e deslocamentos, e F é o vetor das forças. Os índices ‘p’ e ‘c’ 
estão associados às matrizes ou vetores referentes à ponte e ao comboio, respetivamente. 
Cada incremento de tempo (∆t) envolve as seguintes operações realizadas a cada iteração k 
(Calçada, 1995; Ribeiro, 2004): 
1 - As cargas móveis correspondentes aos eixos do comboio são aplicadas na ponte. Cada 
carga móvel Fpk(t) é obtida através da expressão: 
)()( 1 tFFtF kdynstakp −+=  (3.2) 
em que Fsta é a componente estática da força de interação, constante ao longo do tempo, e 
)(1 tF kdyn−  é a componente dinâmica da força de interação relativa à iteração anterior (igual 
a Fdyn (t-∆t) para a primeira iteração). Da resolução do sistema de equações de equilíbrio 
dinâmico relativo à ponte obtêm-se os deslocamentos nodais, a partir dos quais são 
obtidos os deslocamentos sob cada carga móvel, ( )tu kp .  
2 - Ao mesmo tempo, cada ponto de contacto do comboio é submetido à ação de um 
assentamento de apoio ( )(tukc ) correspondente ao deslocamento )(tu kp
 
somado à eventual 
irregularidade (r(t)) no ponto onde está localizada a carga. Da resolução do sistema de 
equações relativo ao comboio resultam, para cada ponto de contacto, as reações de apoio 
)(tF kc  que constituem as componentes dinâmicas das forças de interação )(tF kdyn  a aplicar 
à ponte na iteração seguinte. 
3 - No final de cada iteração utiliza-se um critério de convergência que tem em conta as 
componentes dinâmicas das forças de interação da iteração corrente e da anterior, e que 
para cada carga móvel tem por base o cálculo do seguinte quociente: 
)(
)()(
1
1
tF
tFtF
k
dyn
k
dyn
k
dyn
−
−
−
 (3.3) 
Se o quociente referido for inferior ou igual a uma dada tolerância considera-se que os 
dois sistemas estruturais foram compatibilizados, avançando-se para o instante seguinte, 
tt ∆+ , se tal não acontecer avança-se para uma nova iteração. O processo inicia-se 
admitindo que as componentes dinâmicas da força de interação no instante inicial, 
Fdyn (t = 0), são nulas. 
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No Quadro 3.1 encontra-se esquematizada a metodologia iterativa de uma forma mais 
resumida. 
Quadro 3.1 – Metodologia iterativa para a resolução do problema dinâmico com interação ponte-
comboio 
 Ponte Comboio 
Esquema 
 
Ação )()( 1 tFFtF kdynstakP −+=  )()()( trtutu kpkc +=  
Resultado )(tu kp  )()( tFtF kckdyn =  
    Se ≤ tolerância → +t t∆  Critério de 
convergência )(
)()(
1
1
tF
tFtF
k
dyn
k
dyn
k
dyn
−
−
−
 
    Se > tolerância 1+→ k  
3.3. DESENVOLVIMENTO DE UMA APLICAÇÃO COMPUTACIONAL COM 
BASE NUMA METODOLOGIA ITERATIVA 
3.3.1. Considerações gerais 
No âmbito do presente trabalho foi desenvolvida uma aplicação computacional, designada TBI 
‘Train-Bridge Interaction’ para a realização de análises dinâmicas do sistema ponte-comboio. 
Esta aplicação, desenvolvida em ambiente MATLAB, considera os dois subsistemas, ponte e 
comboio, modelados de forma independente e atende à sua interação dinâmica por intermédio 
de uma metodologia iterativa. O programa TBI possibilita também a realização de análises 
dinâmicas com base numa metodologia de cargas móveis. 
Esta nova ferramenta tem um conjunto de aspetos inovadores que a distinguem de outras 
ferramentas desenvolvidas na Faculdade de Engenharia, nomeadamente no âmbito dos 
trabalhos de Cruz (1994), Calçada (1995) e Delgado e Cruz (1997) implementados no 
programa de cálculo automático de estruturas FEMIX versão 2.1 (FEMIX, 1992). 
No programa TBI os modelos numéricos da ponte e do comboio são realizados no programa 
ANSYS. A interligação entre os programas ANSYS e MATLAB é realizada em modo ‘batch’, 
possibilitando uma extração rápida de informações relevantes dos modelos numéricos, 
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nomeadamente, a geometria e numeração dos nós pertencentes ao trajeto das cargas e dos nós 
de contacto, e as matrizes de massa, rigidez e amortecimento de ambos os subsistemas. 
Outro desenvolvimento diz respeito à possibilidade de considerar metodologias distintas na 
resolução das equações de equilíbrio dinâmico da ponte e do comboio. Em trabalhos anteriores 
foi utilizado um método de integração direta na resolução de ambos os subsistemas. Nesta nova 
ferramenta é utilizado o método da sobreposição modal na resolução do subsistema ponte. Este 
método envolve a resolução de um conjunto de equações de equilíbrio dinâmico desligadas, 
cada uma em correspondência com um modo de vibração da estrutura, considerando apenas a 
informação modal dos nós do caminho de cargas onde existem forças aplicadas. Esta 
abordagem, mais eficiente do ponto de vista computacional, permitiu reduzir significativamente 
o tempo de análise do subsistema ponte.  
O cálculo do subsistema comboio é realizado através de um método de integração direta, o 
método de Newmark, atendendo a que a presença de amortecedores localizados nos veículos 
não permite realizar o desacoplamento das equações de equilíbrio dinâmico do comboio. A 
resolução do sistema de equações envolve o recurso a uma fatorização de Cholesky, permitindo 
também a redução dos tempos de cálculo. 
Tendo em vista a melhoria da eficiência computacional da aplicação, o sistema dinâmico 
constituído pelos veículos ferroviários pode ser dividido em subsistemas autónomos, 
denominados de blocos, em correspondência com os diversos veículos ou grupos de veículos 
que constituem o comboio. Na Figura 3.3 apresentam-se dois exemplos de definição de blocos 
para um comboio do tipo convencional e articulado. 
 
a) 
 
b) 
Figura 3.3 – Exemplos de definição de blocos para um comboio do tipo: a) convencional; b) articulado 
Blocos idênticos apresentam as mesmas características geométricas e mecânicas. No caso dos 
veículos articulados a existência de ligações entre os veículos intermédios não permite a 
definição de blocos individuais, originando blocos de maior dimensão. 
A definição de blocos permite reduzir de uma forma significativa a dimensão das matrizes do 
subsistema comboio. Na Figura 3.4 ilustram-se, esquematicamente, as matrizes relativas a cada 
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bloco individual e a matriz do sistema completo, resultante da assemblagem das matrizes dos 
blocos individuais. A matriz de cada bloco individual não apresenta termos cruzados com as 
matrizes dos restantes blocos. A utilização de blocos com menor dimensão facilita, como 
veremos na secção 3.3.3, algumas das operações matriciais realizadas no âmbito dos cálculos 
dinâmicos. 
 
Figura 3.4 – Matriz completa com a identificação das submatrizes dos diferentes blocos 
3.3.2. Arquitetura 
Na Figura 3.5 apresenta-se o fluxograma ilustrativo do funcionamento do programa TBI. A 
estrutura principal do programa é constituída por cinco rotinas, envolvendo a introdução de 
dados (Rotina 1), a importação de dados do programa ANSYS (Rotina 2), a realização da 
análise modal da ponte (Rotina 3), a resolução do problema dinâmico com interação ponte-
comboio através do método iterativo (Rotina 4) e a retirada dos resultados (Rotina 5). 
Por sua vez, a Rotina 4 engloba várias sub-rotinas envolvendo: i) o posicionamento do 
comboio; ii) o cálculo das ordenadas modais e da amplitude das irregularidades sob os pontos 
de contacto; iii) o cálculo das forças modais; iv) o cálculo da resposta da ponte, e v) o cálculo 
da resposta e das forças de interação no comboio. A descrição detalhada das diversas rotinas e 
sub-rotinas é realizada na secção seguinte. 
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Bloco
MATLAB
Introdução de dados
ANSYS
TBI
Modelo EF
Ponte
Modelo EF
Comboio 2
n
1
Matrizes [K],[M],[C]
Mapeamento dos
Nós do trajecto
Matrizes [K],[M]
Rotina 5
Pós-processamento
Sub-rotina 4b
Ordenadas modais e irregularidades
nos pontos de contacto
Sub-rotina 4c
Forças de interacção na ponte
Sub-rotina 4d
Resposta modal na ponte
Sub-rotina 4e
Resposta e forças de interacção
Cumpre critério
de convergência ?
Sim
Sub-rotina 4a
Posicionamento do comboio
Rotina 1
Importação dados ANSYS
Rotina 2
Interface
MATLAB
Análise modal da ponte
Rotina 3
- Frequências
- Modos de vibração
ANSYS
graus-de-liberdade
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Figura 3.5 – Fluxograma do programa TBI 
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3.3.3. Rotinas 
Rotina 1 
Na rotina de introdução de dados são definidos os parâmetros gerais e do algoritmo necessários 
à execução do programa, nomeadamente: 
• Nomes dos ficheiros ANSYS da ponte e do(s) bloco(s) que constituem o comboio; 
• Incremento de tempo (∆t), número máximo de iterações (niter), tolerância do critério de 
convergência (ε) e parâmetros de Newmark (β e γ); 
• Número de modos de vibração (n), e respetivos amortecimentos modais (ξn), a 
considerar na análise da ponte. Podem ser definidos o número total de modos, ou uma 
listagem, definida pelo utilizador, com a indicação do número de ordem de cada modo a 
incluir na análise; 
• Tipo de problema dinâmico: plano ou tridimensional. No problema plano existe apenas 
um trajeto de cargas enquanto o problema tridimensional inclui dois trajetos de cargas; 
• Coordenadas x, y e z dos nós de início e fim do(s) trajeto(s) das cargas, de acordo com o 
sistema de eixos adotado no modelo da ponte em ANSYS. É ainda definida a posição 
relativa do comboio em relação ao início do trajeto das cargas (Li); 
• Irregularidades da via, definidas com base num ficheiro de texto que inclui a informação 
das coordenadas e amplitude das irregularidades do(s) trajeto(s) das cargas; 
• Número, ordenação e posição dos blocos que constituem o comboio; 
• Velocidade do comboio (v);  
• Eixo (x, y ou z) correspondente à direção de interação. Esta definição é realizada 
separadamente para a ponte e para cada bloco do comboio de acordo com o referencial 
utilizado nos respetivos ficheiros ANSYS. 
O trajeto das cargas é geralmente formado por um conjunto de elementos de viga. No caso de 
modelos mais complexos em que as cargas atuam diretamente sobre elementos finitos de casca 
ou de volume devem ser adicionados elementos de viga auxiliares de reduzida rigidez e sem 
massa. 
Nesta fase o programa permite apenas a definição de uma direção de interação, que geralmente 
corresponde à direção vertical. 
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Rotina 2 
A importação de dados do programa ANSYS é realizada por intermédio de uma interface em 
modo ‘batch’, totalmente autónoma, e que possibilita a troca de informações entre os 
programas MATLAB e ANSYS a partir de ficheiros de texto.  
A informação proveniente do programa ANSYS inclui: i) as matrizes de massa, rigidez e 
amortecimento de ambos os sistemas, exportadas em formato ‘Harwell-Boeing’ (Intel, 2005); 
ii) o ficheiro de mapeamento dos graus de liberdade de cada sistema dinâmico, com a 
correspondência entre o número do grau de liberdade, o número do nó e o tipo de grau de 
liberdade, que pode ser de translação (UX, UY, UZ) ou de rotação (ROTX, ROTY e ROTZ) 
(Figura 3.6 a)), e iii) uma listagem dos nós do(s) trajeto(s) das cargas e dos nós de contacto com 
a indicação das respetivas coordenadas (Figura 3.6 b)). 
As informações relativas aos diferentes blocos do comboio são armazenadas numa entidade do 
tipo cell (Mathworks, 2011) que permitiu melhorar a gestão da informação, nomeadamente ao 
nível do armazenamento dos diferentes tipos de variáveis de cada bloco. 
 
 
a) b) 
Figura 3.6 – Interface MATLAB - ANSYS: a) ficheiro de mapeamento dos graus de liberdade; 
b) listagem dos nós do trajeto das cargas 
Rotina 3 
A análise modal da ponte é realizada no programa MATLAB e envolve o cálculo do problema 
de valores e vetores próprios tendo em vista a obtenção das frequências naturais (ωn) e dos 
modos de vibração (ϕn) que são normalizados em relação à matriz de massa. 
A realização desta análise em ambiente MATLAB revelou elevada eficiência pelo facto das 
matrizes de massa e rigidez do sistema ponte serem simétricas, esparsas e geralmente de 
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grandes dimensões. Para além disso, a exportação dos resultados modais do programa ANSYS, 
ao contrário do que sucede com outro tipo de informação, mostrou ser lenta.  
Nesta rotina são também construídos vetores, com base nos vetores originais dos modos de 
vibração, que incluem apenas a informação modal dos nós que constituem o(s) trajeto(s) das 
cargas e para os graus de liberdade correspondentes à direção de interação e à rotação no plano 
de interação. Os vetores originais dos modos de vibração ficam guardados para serem 
utilizados na fase de pós-processamento. 
Rotina 4 
A análise dinâmica com interação ponte-comboio envolve um conjunto de sub-rotinas (sub-
rotinas 4a a 4e), a maioria delas associadas à implementação do método iterativo.  
A anteceder a sequência das sub-rotinas, é definido o número total de passos de integração 
(ninc) da análise dinâmica, através da expressão: 

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





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∆
++
=





∆
= l
icp
t
tv
LLL
t
T
ninc
)(
intint
                   
(3.4) 
em que T é a duração total da análise, correspondente ao tempo que demora a última carga do 
comboio a abandonar o trajeto das cargas, somado ao tempo em vibração livre (tl); LP é a 
extensão do trajeto de cargas; LC é a distância entre o primeiro e o último eixo do comboio, e v 
a velocidade do comboio. 
Sub-rotina 4a 
Nesta sub-rotina é realizado o posicionamento espacial do(s) bloco(s) que constituem o 
comboio. A cada passo de integração da análise, as coordenadas iniciais de cada ponto de 
contacto ( iniccs ) são atualizadas de acordo com a expressão: 
tviss iniccic ∆−+= )1(,                    (3.5) 
em que i representa o número do incremento de tempo (i ≥ 1).  
Sub-rotina 4b 
Esta sub-rotina envolve o cálculo das ordenadas modais e das irregularidades sob os pontos 
de contacto.  
As ordenadas modais sob um qualquer ponto de contacto podem ser obtidas com base nas 
ordenadas modais dos nós vizinhos pertencentes ao trajeto das cargas, designados i e j, 
nomeadamente a partir dos seus deslocamentos (ui, uj) e rotações (θi, θj). Para tal são 
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utilizadas as funções de forma de um elemento de viga bidimensional, representadas na 
Figura 3.7, envolvendo a realização de uma mudança de variável por intermédio da 
seguinte expressão: 
( )
( ) L
a
xx
xx
ij
i
=
−
−
=ξ
                   (3.6) 
onde a representa a distância do ponto de contacto ao nó i, L é a distância entre os nós i e j, 
e ξ assume valores no intervalo [0,1]. 
Assim, a ordenada do modo de vibração n sob um qualquer ponto de contacto, )(ˆ ξnΦ , no 
caso em que a direção de interação é a direção y e o plano de interação é o plano xy, é dada 
por: 
jjiin NuNNuN θθξ 4321)(ˆ +++=Φ                    (3.7) 
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Figura 3.7 – Funções de forma de um elemento de viga bidimensional 
A determinação da amplitude da irregularidade da via (ri) sob o ponto de contacto é 
efetuada de acordo com o indicado na Figura 3.8. Em função da coordenada do ponto de 
contacto são selecionados quatro pontos vizinhos pertencentes ao vetor das irregularidades 
32
1 231 ξξ +−=N
32
3 23 ξξ −=N
( )22 1 ξξ −=N
( )124 −= ξξN
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(r), dois deles localizados à esquerda do ponto de contacto e outros dois localizados à sua 
direita. A partir deste conjunto restrito de pontos é definida uma função interpoladora de 
grau 3, a partir da qual é calculada a amplitude da irregularidade para a coordenada xi do 
ponto de contacto. 
 
Figura 3.8 – Determinação da amplitude das irregularidades através de uma interpolação cúbica 
Sub-rotina 4c 
O processo iterativo inicia-se com o cálculo das forças modais a aplicar no subsistema 
ponte. A força referente ao modo de vibração n, knF , é obtida através da seguinte 
expressão: 
k
p
T
n
k
nF FΦ=                    (3.8) 
onde k representa o número da iteração, Φn (r×1) é o vetor das ordenadas nos pontos de 
contacto para o modo de vibração n, dado por: 
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onde r é o número total de pontos de contacto e Fpk é o vetor das forças totais de interação 
nos pontos de contacto, dado por: 
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Na Figura 3.9 apresenta-se, a título exemplificativo, as configurações referentes a três 
modos de vibração do subsistema ponte, com a indicação das forças aplicadas, Fpk, 
representadas a cor magenta, e das respetivas ordenadas modais, Φn, representadas a cor 
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branca ou amarela consoante o sentido do movimento seja descendente ou ascendente 
respetivamente. 
 
 
 
Figura 3.9 – Cálculo das forças modais no subsistema ponte 
Sub-rotina 4d 
A resposta dinâmica da ponte é calculada por aplicação do método da sobreposição modal. 
A equação de equilíbrio dinâmico, relativa ao modo de vibração n, assumindo os modos de 
vibração normalizados em relação à matriz de massa, é dada por (Chopra, 1995): 
k
n
k
nn
k
nnn
k
n Fyyy =++
22 ωωξ &&&                    (3.11) 
onde kn
k
n
k
n yyy  e  , &&& representam as acelerações, velocidades e deslocamentos modais 
respectivamente. 
Cada equação de equilíbrio dinâmico é resolvida recorrendo ao método de Newmark 
através das seguintes expressões:  
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( ) 1,31,21,0 −−− −−−= inininknkn yAyAyyAy &&&&&                    (3.13) 
k
ninin
k
n yAyAyy &&&&&& 71,61, ++= −−                    
(3.14) 
em que o índice i-1 refere-se ao incremento de tempo anterior no qual foi garantido o 
equilíbrio dinâmico do subsistema ponte, e os parâmetros de Newmark (A0 a A7) são dados 
por:   
( )20
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em que os valores recomendados para os parâmetros β e γ são 0,25 e 0,50, respetivamente, 
de modo a garantir que o processo de integração é incondicionalmente estável e com 
precisão de segunda ordem (Chopra, 1995).  
As condições iniciais do movimento da ponte, correspondentes ao passo de integração i=1 e 
iteração k=1, correspondem a deslocamentos, velocidades e acelerações nulas. 
Os deslocamentos totais ( kPu ) em cada ponto de contacto são calculados a partir da soma 
dos deslocamentos dos diversos modos de vibração com as irregularidades da via, por 
aplicação da expressão: 
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Sub-rotina 4e 
Nesta sub-rotina são calculadas as respostas dinâmicas e as forças de interação dos vários 
blocos do comboio a partir de sistemas de equações do tipo (Calçada, 2001):  
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(3.18) 
A resolução do sistema de equações relativo a cada bloco envolve a divisão das matrizes de 
massa, rigidez e amortecimento em submatrizes, em que l representa os graus de liberdade 
livres e f os graus de liberdade prescritos. Também os vectores relativos às acelerações 
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( cu&& ), velocidades ( cu& ) e deslocamentos ( cu ) e o vector das forças (Fc) são reordenados 
segundo os graus de liberdade livres e prescritos. 
Desenvolvendo o sistema de equações (3.18) obtêm-se as seguintes equações: 
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Da solução da Equação (3.19) obtêm-se as respostas dinâmicas em termos de acelerações, 
velocidades e deslocamentos dos graus de liberdade livres do comboio, enquanto que a 
solução da Equação (3.20) fornece as reacções nos pontos de contacto do comboio com a 
ponte (Fcf). A resolução destas equações é efectuada por intermédio do método de 
Newmark que permite determinar as respostas dinâmicas e as reacções no instante de tempo 
actual (i) à custa do conhecimento das mesmas grandezas no instante anterior (i-1). 
A solução da Equação (3.19) na iteração k e relativa ao instante de tempo i pode ser 
apresentada no formato da solução de um sistema de equações lineares (Calçada, 2001): 
k
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                   (3.21) 
onde Kef é uma matriz simétrica e definida positiva, designada por matriz de rigidez 
efectiva, dada por: 
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e fef,i é o vector das forças efectivas que pode ser obtido por aplicação da expressão: 
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(3.23) 
A matriz Kef é armazenada em formato esparso e decomposta numa matriz triangular 
superior, R, por intermédio de uma fatorização de Cholesky, de modo satisfazer a equação 
RTR = Kef. A matriz R relativa a cada bloco do comboio é apenas calculada uma única vez 
na primeira iteração (k=1) do primeiro incremento de tempo da análise (i=1). A resolução 
do sistema de equações lineares (3.19) pode ser realizada evitando o cálculo explícito da 
inversa da matriz Kef, através da seguinte expressão (Burden and Faires, 2005): 
( )k iefTkl ic ,,, \\ fRRu =                    (3.24) 
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onde o operador ‘\’ resolve uma equação linear do tipo Ax = b com base numa eliminação 
de Gauss (Mathworks, 2011). Saliente-se que a eficiência da resolução do sistema de 
equações (3.24) é crucial na eficiência do programa TBI, uma vez que a sua resolução é 
efetuada em cada iteração k de todos os incrementos de tempo. 
A resposta dinâmica em termos de acelerações e velocidades é dada por: 
( ) l icl icl ickl ickl ic AAA 1,31,21,,,0,, −−− −−−= uuuuu &&&&&                    (3.25) 
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As reações nos pontos de contacto do comboio com a ponte resultam da aplicação da 
Equação (3.20): 
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No final de cada iteração utiliza-se um critério de convergência baseado nos resíduos das 
reações nos pontos de contacto da iteração corrente e da anterior, considerando todos os 
blocos do comboio, e por aplicação da expressão: 
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em que ε é a tolerância que geralmente toma valores próximos de 10-8 (Calçada, 1995; 
Neves, 2008). Se o quociente referido for inferior ou igual ao valor de ε considera-se que 
foram compatibilizados os dois sistemas estruturais, avançando-se para o incremento de 
tempo i+1, se tal não acontecer avança-se para a iteração k+1. 
 
Figura 3.10 – Assentamentos prescritos e reações de apoio no subsistema comboio 
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Rotina 5 
A rotina 5 possibilita a retirada automática dos resultados da análise dinâmica relativos à ponte 
e a cada bloco do comboio, sob a forma de gráfico ou ficheiro de texto.  
Os resultados disponíveis para a ponte são deslocamentos, velocidades e acelerações, para a 
generalidade dos elementos finitos disponíveis no programa ANSYS, e deformações para 
alguns dos elementos finitos, em particular, os elementos de viga, de casca e de volume.  
O cálculo dos deslocamentos, velocidades e acelerações é efetuado por aplicação das seguintes 
expressões: 
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em que jΦˆ  representa a ordenada do modo de vibração j associada ao grau de liberdade de 
interesse e jjj yyy   e  , &&& são os vectores dos deslocamentos, velocidades e acelerações modais, 
respectivamente. 
O cálculo das deformações implica uma nova interação com o programa ANSYS, tendo em 
vista a realização de uma nova análise modal com o cálculo da solução por elementos. Assim, 
as deformações podem ser obtidas por aplicação da seguinte expressão: 
)(ˆ)(
1
tεt j
n
j
j yε ∑
=
=
                   (3.32) 
em que jεˆ  representa a deformação do modo de vibração j associada a um determinado 
elemento finito.
 
Em relação ao comboio são disponibilizados os resultados dos deslocamentos, velocidades e 
acelerações.
 
A obtenção de resultados é feita de uma forma muito eficiente, bastando para tal fornecer as 
seguintes indicações: i) nome do subsistema, ponte ou comboio, e no caso do comboio o 
número do bloco; ii) tipo de resultado (deslocamento, aceleração, deformação, etc.); iii) o 
número do nó, de acordo com a numeração do modelo numérico em ANSYS; iv) a componente 
de interesse, de acordo com o sistema de eixos do modelo numérico em ANSYS. No caso das 
deformações é ainda necessário indicar o número e o tipo de elemento finito.  
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O passo de integração utilizado na resolução do problema dinâmico pode ser distinto do passo 
utilizado na gravação dos resultados. Esta utilidade é particularmente relevante nos blocos do 
comboio de grandes dimensões para os quais os ficheiros de resultados poderiam atingir 
dimensões incomportáveis. 
3.4. VALIDAÇÃO DA APLICAÇÃO COMPUTACIONAL 
A validação do programa TBI foi realizada com base em casos adaptados da bibliografia 
referentes à passagem de uma ou várias massas suspensas sobre uma viga simplesmente 
apoiada. A resposta dinâmica calculada pelo método iterativo, implementado no programa TBI, 
é comparada com as respostas obtidas pelo método direto, implementado no programa FEMIX, 
e por um algoritmo de contacto, disponível no programa ANSYS. 
No Quadro 3.2 são apresentados os modelos dinâmicos que serviram de base aos três casos de 
validação (V1, V2 e V3).  
Quadro 3.2 – Casos de validação e modelos dinâmicos 
Caso de 
validação Modelo dinâmico Observações 
V1 
 
--- 
V2 
 
Lei de irregularidades: 






= x
λ
2πAsenr(x)  
com: A = 0,003 m 
        λ = 2,50 m 
V3 
 
              N = 10 
d = 3 m 
O caso V1 foi proposto originalmente por Yang e Yau (1997) e tem constituído um caso de 
estudo de referência na validação de problemas dinâmicos com interação ponte-comboio. Os 
casos V2 e V3 permitiram validar a implementação das irregularidades da via e o efeito da 
atuação conjunta de uma série de massas suspensas. No caso V2 foi utilizado um perfil de 
irregularidades do tipo sinusoidal discretizado a cada 0,05 m. A representação deste perfil foi 
ampliada de modo a facilitar a visualização das irregularidades. No programa ANSYS a viga 
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foi definida com uma geometria que segue o perfil de irregularidades. O caso V3 inclui uma 
série de 10 massas suspensas espaçadas de 3 m. 
No Quadro 3.3 apresentam-se os valores adotados dos parâmetros do modelo numérico da 
ponte e da massa suspensa (Yang and Wu, 2001). O modelo numérico da viga é composto por 
50 elementos finitos de viga bidimensionais. O veículo é formado por uma ou várias massas 
suspensas, cada uma simulada através de um elemento de mola ligado a uma massa. A 
frequência do primeiro modo de vibração da viga e a frequência de vibração da massa suspensa 
são iguais a 4,76 Hz e 2,65 Hz, respetivamente. 
Quadro 3.3 – Parâmetros do modelo numérico da ponte e das massas suspensas 
Elemento Parâmetro Designação Valor adotado Unidade 
L Vão 25 m 
B e H Largura e altura da secção transversal 2,43 m 
A Área da secção transversal 5,568 m2 
I Inércia da secção transversal 2,90 m4 
m Massa linear 2303 kg/m 
E Módulo de deformabilidade 2,87 GPa 
Ponte 
ν Coeficiente de Poisson 0,20 - 
Ms Massa suspensa 5750 kg 
k Rigidez 1595 kN/m 
v Velocidade 100 km/h 
Massa 
suspensa 
P Força estática 56388 N 
Todas as análises dinâmicas foram realizadas considerando um passo de integração igual a 
0,001 s e foram desprezados os efeitos de amortecimento da viga e das massas suspensas.  
No programa TBI, a análise da resposta da ponte foi realizada com base no método da 
sobreposição modal considerando os 3 primeiros modos de vibração vertical. No programa 
ANSYS, a resolução do problema de contacto foi baseada num modelo com controlo de forças 
através do método de Lagrange aumentado e sem separação das superfícies em contacto. O 
controlo da penetração e a variação da rigidez de contacto foram definidos de forma automática 
pelo programa atendendo às características dos corpos em contacto. 
Os registos de acelerações na viga, obtidos no programa FEMIX, foram filtrados por aplicação 
de um filtro de Chebyshev tipo II com uma frequência de corte igual a 60 Hz, de modo a 
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remover as participações espúrias de modos de vibração com frequências elevadas e que não 
estão a ser adequadamente consideradas na integração numérica realizada pelo método de 
Newmark. Saliente-se que este método não apresenta qualquer capacidade dissipativa nas 
frequências mais elevadas, e por isso a remoção dos contributos destes modos de vibração é 
geralmente realizada por aplicação de filtros digitais (Ribeiro, 2004). 
Na Figura 3.11 apresenta-se a comparação da resposta dinâmica em termos de deslocamento e 
acelerações a meio vão da viga e na massa suspensa, obtidas pelas diferentes metodologias 
implementadas nos programas TBI, FEMIX e ANSYS para o caso de validação V1. Os 
resultados obtidos ilustram a excelente concordância entre as três metodologias para todas as 
respostas analisadas. 
 
 
a) 
 
 
b) 
Figura 3.11 – Resultados do caso de validação V1: a) deslocamento e aceleração a meio vão da viga; 
b) deslocamento e aceleração da massa suspensa 
Na Figura 3.12 apresenta-se a comparação das mesmas grandezas agora para o caso de 
validação V2. Os resultados obtidos ilustram a excelente concordância entre as três 
metodologias para todas as respostas analisadas, com exceção da resposta em aceleração na 
viga. Para esta grandeza os registos obtidos nos três programas diferem ligeiramente entre si. 
Esta diferença está possivelmente relacionada com a forma como as irregularidades são 
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introduzidas nos diferentes programas. No programa ANSYS as irregularidades são definidas a 
partir da alteração da geometria da viga, enquanto nos programas TBI e FEMIX as 
irregularidades são definidas através de um deslocamento adicional do ponto de contacto a cada 
passo de integração.  
 
 
a) 
  
b) 
Figura 3.12 – Resultados do caso de validação V2: a) deslocamento e aceleração a meio vão da viga; 
b) deslocamento e aceleração da massa suspensa 
Na Figura 3.13 apresenta-se a comparação da resposta dinâmica em termos de deslocamento e 
acelerações a meio vão da viga e na primeira e última massas suspensas, obtidas pelas 
diferentes metodologias implementadas nos programas TBI, FEMIX e ANSYS para o caso de 
validação V3. À semelhança do que sucedeu no caso de validação V2, os resultados obtidos 
mostram uma excelente concordância entre as três metodologias para todas as respostas 
analisadas, com exceção da resposta em aceleração da viga. Para esta grandeza as respostas 
obtidas nos programas TBI e FEMIX são muito próximas e um pouco diferentes da resposta 
obtida no programa ANSYS.  
A diferença registada pode ser justificada pelo facto dos valores dos deslocamentos dos pontos 
de contacto serem determinados com base em diferentes tipos de funções de forma. No 
programa ANSYS as funções de forma dos elementos de contacto são lineares e caracterizam o 
deslocamento do ponto de contacto apenas com base nas translações dos nós vizinhos da 
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malha, para além do cálculo das forças nodais equivalentes não incluir o momento fletor. Por 
sua vez, nos programas TBI e FEMIX, são utilizadas funções de forma hermitianas que 
caracterizam os deslocamentos dos pontos de contacto à custa das translações e rotações dos 
nós vizinhos. A influência do tipo de funções de forma manifestou-se de forma mais notória no 
caso do problema da passagem de um conjunto de massas suspensas comparativamente ao caso 
da passagem de uma única massa suspensa. 
 
 
a) 
 
 
b) 
 
 
c) 
Figura 3.13 – Resultados do caso de validação V3: a) deslocamento e aceleração a meio vão da viga; 
b) deslocamento e aceleração da primeira massa suspensa; c) deslocamento e aceleração da última 
massa suspensa 
4.1 
4. METODOLOGIAS DE CALIBRAÇÃO EXPERIMENTAL DE 
MODELOS NUMÉRICOS DE ELEMENTOS FINITOS  
4.1. INTRODUÇÃO 
Os modelos numéricos baseados no método dos elementos finitos são uma das ferramentas 
mais utilizadas pelos engenheiros de estruturas na análise e dimensionamento de estruturas. 
O desenvolvimento deste tipo de modelos envolve um conjunto de pressupostos e 
simplificações que podem causar erros, normalmente associados ao tipo de formulação do 
modelo numérico e sua discretização, a incertezas associadas à geometria das secções, à 
variabilidade das propriedades mecânicas dos materiais e das ações impostas à estrutura, a 
incertezas associadas às condições de apoio, entre outros. Neste contexto, a exatidão dos 
modelos numéricos depende em grande medida da sua validação experimental que é 
geralmente realizada a partir de medições estáticas ou quasi-estáticas baseadas em ensaios de 
carga (Frýba and Pirner, 2001; Marefat et al., 2009), medições dinâmicas baseadas em ensaios 
de vibração ambiental ou ensaios de vibração forçada (Cunha et al., 2003; Jaishi and Ren, 
2005; Ribeiro et al., 2009), ou de uma combinação de medições estáticas e dinâmicas (Schlune 
et al., 2009; Wang et al., 2011). 
Ao longo dos últimos anos, os ensaios dinâmicos, em particular os ensaios de vibração 
ambiental, têm sido muito utilizados na recolha de informações acerca dos parâmetros modais 
das estruturas. A informação modal, em particular as frequências e os modos de vibração, têm 
sido utilizadas por diversos autores na calibração de modelos numéricos. Neste âmbito refiram-
se os trabalhos levados a cabo por Jaishi e Ren (2005), Huang et al. (2008), Xiankun et al. 
(2009), Schlune et al. (2009), Chan et al. (2009), Zabel e Brehm (2009b) e Brehm (2011). 
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Outras grandezas, tais como as deformações modais e as curvaturas modais têm também sido 
utilizadas na calibração de modelos no âmbito da deteção de danos (Teughels, 2003).  
No entanto, a informação modal experimental é também perturbada por erros de medição, 
relacionados com a variabilidade das condições ambientais (por exemplo, a temperatura e o 
vento), a alteração das condições de operação da estrutura durante as medições (por exemplo 
com o tráfego), e ainda erros na aquisição e processamento dos sinais medidos (Chan et al., 
2009; Zabel and Brehm, 2009b). Nas situações em que os erros experimentais estão limitados é 
geralmente assumido que os parâmetros modais experimentais representam melhor o 
comportamento da estrutura comparativamente aos parâmetros modais do modelo numérico 
inicial (Teughels, 2003). 
A calibração de modelos é um procedimento que consiste na atualização de parâmetros do 
modelo numérico inicial, tendo em vista a minimização das diferenças entre os resultados 
numéricos e experimentais (Friswell and Mottershead, 1995). O ajuste dos parâmetros do 
modelo inicial pode ser realizado de forma manual, com base na sensibilidade estrutural do 
engenheiro, ou de forma automática, com base em algoritmos matemáticos que permitem 
realizar o ajuste de forma mais eficiente e otimizada.  
Os modelos numéricos calibrados podem ser úteis nas diversas fases da vida de uma estrutura, 
em particular, na fase de construção, na fase de receção e ao longo da sua vida útil. Na fase de 
construção a calibração experimental do modelo numérico é essencial para validar ou corrigir 
as hipóteses estabelecidas no projeto. O modelo calibrado na fase de receção constitui uma 
referência do ponto de vista de integridade estrutural e poderá ser utilizado no decorrer da vida 
da estrutura tendo em vista a deteção de danos.  
Os modelos numéricos calibrados poderão ainda ser utilizados na simulação da resposta 
estrutural sob ação de novos cenários de carga, que do ponto de vista prático não são possíveis 
de reproduzir na estrutura como os que resultam, por exemplo, da alteração das condições de 
exploração em termos de velocidade e cargas de tráfego numa ponte ferroviária.  
Existem essencialmente duas metodologias de calibração de modelos numéricos baseadas em 
parâmetros modais: a direta (Friswell and Mottershead, 1995; Yang and Chen, 2009) e a 
indireta ou iterativa (Teughels et al., 2003; Zong et al., 2005). 
A metodologia direta baseia-se na modificação direta dos termos das matrizes de massa e 
rigidez, numa única iteração. Este método é muito eficiente, particularmente em sistemas 
dinâmicos de grande dimensão (Yang and Chen, 2009), conseguindo reproduzir exatamente os 
dados experimentais. No entanto, na maioria das situações, esta metodologia pode originar 
Metodologias de calibração experimental de modelos numéricos de elementos finitos 
4.3 
matrizes sem significado físico em virtude dos termos das matrizes de massa e rigidez não 
serem diretamente relacionáveis com os parâmetros numéricos. Esta abordagem pode ainda 
conduzir a matrizes não esparsas e mal condicionadas, em virtude de não existir a garantia de 
serem definidas positivas, e em que as relações de conectividade entre os diferentes elementos 
em que a estrutura foi discretizada podem não ser respeitadas.  
Na generalidade dos casos, a metodologia direta envolve a redução das matrizes de rigidez e de 
massa, para atender ao facto dos modelos numéricos terem um número de graus de liberdade 
superior aos que são instrumentados. O processo de redução das matrizes inviabiliza, em 
muitas situações, a identificação de graus de liberdade onde existem erros de modelação ou 
mesmo de elementos com danos estruturais (Friswell and Mottershead, 1995). Magalhães 
(2003) refere ainda que a aplicação do método direto com base nas configurações modais 
obtidas através de um ensaio de vibração ambiental, que não se encontram normalizadas em 
relação à matriz de massa, inviabiliza a correção da matriz de massa. 
As metodologias iterativas estão tipicamente relacionadas com a minimização de uma função 
objetivo através de iterações sucessivas. A função objetivo é definida com base nas diferenças 
entre os parâmetros modais numéricos e experimentais, incluindo normalmente os resíduos das 
frequências e modos de vibração. O ajuste entre os parâmetros modais identificados por via 
experimental e numérica é baseado na modificação de parâmetros do modelo numérico. Deste 
modo, as alterações resultantes do algoritmo são facilmente controláveis, pois têm um 
significado físico bem definido. Esta abordagem envolve o recurso a algoritmos de otimização 
para problemas não lineares, pelo facto dos parâmetros numéricos não estarem linearmente 
relacionados com os parâmetros modais e, também, pelo facto da função objetivo incluir 
termos não lineares, sendo por isso inevitável o recurso a um processo iterativo (Magalhães, 
2003). 
Brehm (2011) distingue dois tipos de métodos iterativos: os baseados em matrizes de 
sensibilidade (‘Sensitivity-based methods’) e os baseados em algoritmos de otimização 
(‘Optimization-based methods’). 
O método baseado em matrizes de sensibilidade, aplicado nos trabalhos desenvolvidos por 
Friswell e Mottershead (1995), Teughels (2003), Jaishi e Ren (2005), Huang et al. (2008), entre 
outros, depende da atualização das matrizes de sensibilidade para avançar para a iteração 
seguinte. As matrizes de sensibilidade, também designadas por matrizes Jacobianas, contêm as 
primeiras derivadas de cada um dos resíduos da função objetivo, em relação aos parâmetros do 
modelo numérico. Esta abordagem para a procura da solução ótima, baseada no cálculo de 
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derivadas, enquadra-se no âmbito dos algoritmos de otimização baseados em gradientes, que 
serão abordados na secção 4.6. 
Brehm (2011) refere que para o sucesso desta metodologia é necessário que os parâmetros 
numéricos iniciais estejam próximos dos parâmetros correspondentes à solução ótima e que ao 
longo do processo de otimização a sua variação ocorra em intervalos reduzidos. A seleção de 
um elevado número de parâmetros numéricos e a coexistência de parâmetros numéricos com 
elevada e reduzida sensibilidade em relação às respostas podem também ser causadores de 
erros numéricos devido ao mau condicionamento da matriz de sensibilidade (Brownjohn et al., 
2001; Teughels, 2003). Teughels (2003) salienta ainda que nesta abordagem o número de 
respostas deve ser igual ou superior ao número de parâmetros numéricos a estimar de modo a 
evitar erros numéricos. Algumas das limitações anteriores podem ser minimizadas através de 
modificações ao algoritmo baseado em gradientes (Teughels, 2003; Teughels et al., 2003) ou 
através da aplicação de técnicas de regularização (Friswell and Mottershead, 1995). 
Os métodos baseados em algoritmos de otimização são, regra geral, mais flexíveis dado não 
necessitarem do cálculo das sensibilidades e são especialmente adequados a situações em que 
existem incertezas associadas à função objetivo, ou para funções objetivo com múltiplos 
mínimos locais. Aplicações destas metodologias no âmbito da calibração de modelos 
numéricos de pontes ferroviárias são referidas por Chellini e Salvatore (2007), Liu et al. (2008), 
Cantieni et al. (2008a) (2008b) e Brehm (2011). Existem diversos algoritmos disponíveis para a 
resolução do problema de otimização, nomeadamente algoritmos baseados em superfícies de 
resposta e algoritmos mais avançados como os genéticos, redes neuronais, redes bayesianas, 
baseados em inteligência artificial, etc. Os algoritmos baseados em gradientes são 
especialmente adequados ao método baseado em matrizes de sensibilidade, no entanto, podem 
também ser utilizados nesta abordagem. 
Mais recentemente, Brehm (2011) refere que o sucesso da estimativa dos parâmetros numéricos 
depende, em grande medida, da fiabilidade dos dados experimentais e das respostas numéricas. 
Este autor salienta que as incertezas associadas às estimativas das respostas experimentais e 
numéricas podem ser incluídas no problema de otimização com base em parâmetros estatísticos 
baseados em coeficientes de variação ou intervalos de confiança. Esta metodologia enquadra-se 
nas técnicas estocásticas de calibração de modelos numéricos (‘Stochastic model updating’) 
que têm vindo a ser referenciadas nos trabalhos desenvolvidos por Mares et al. (2002), 
Mottershead et al. (2006) e Zabel e Brehm (2009b). 
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4.2. MÉTODO ITERATIVO BASEADO EM ALGORITMOS DE OTIMIZAÇÃO 
Na Figura 4.1 apresenta-se um fluxograma ilustrativo do funcionamento do método iterativo 
baseado em algoritmos de otimização, que utiliza parâmetros modais da estrutura, ou seja, as 
frequências naturais e os modos de vibração.  
Modelo EF
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Convergência?
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Figura 4.1 – Método iterativo baseado em algoritmos de otimização 
O modelo numérico de elementos finitos é desenvolvido tendo como base um conjunto inicial 
de valores dos parâmetros (P0). A escolha dos parâmetros que entram na calibração do modelo 
numérico é realizada com base numa análise de sensibilidade. Seguidamente é realizada uma 
análise modal tendo em vista a obtenção dos parâmetros modais numéricos e, a partir da 
informação modal experimental, é realizado o emparelhamento dos modos de vibração 
numéricos e experimentais. Com base na aplicação de um algoritmo de otimização é estimado 
um novo conjunto de parâmetros tendo em vista a minimização do resíduo de uma função 
objetivo. Este procedimento é repetido iterativamente até ser cumprido um critério de 
convergência. 
No presente capítulo procura-se dar uma visão mais detalhada acerca da metodologia iterativa 
de calibração de modelos numéricos baseada em algoritmos de otimização. Para o efeito serão 
abordados os principais blocos da implementação de uma metodologia deste tipo assinalados a 
cor azul no fluxograma da Figura 4.1. É dado especial enfâse à análise de sensibilidade 
(secção 4.3), às metodologias de análise modal de sistemas estruturais (secção 4.4) e às técnicas 
de emparelhamento de modos de vibração (secção 4.5). No que se refere à otimização (secção 
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4.6) são descritos alguns dos principais algoritmos, nomeadamente os algoritmos baseados em 
gradientes, em superfícies de resposta e os algoritmos genéticos. No que diz respeito ao 
algoritmo genético (secção 4.7), utilizado no trabalho subsequente que consta dos capítulos 5 e 
6, são descritas as particularidades da sua aplicação a problemas de otimização, os principais 
operadores genéticos, o tratamento das restrições e as estratégias de otimização. Na secção 4.8 
é descrita a implementação computacional do método iterativo realizada com recurso a diversos 
programas comerciais. Por último, é apresentado um exemplo de aplicação (secção 4.9) tendo 
em vista a avaliação do desempenho dos diferentes algoritmos de otimização e, para o caso 
particular do algoritmo genético, é ainda realizada uma análise da influência de alguns 
parâmetros relacionados com os operadores de seleção, reprodução e de mutação. 
4.3. ANÁLISE DE SENSIBILIDADE 
A análise de sensibilidade tem como objetivo a seleção dos parâmetros que mais influenciam a 
resposta e que, por isso, deverão ser englobados na calibração do modelo numérico. Apenas os 
parâmetros numéricos mais sensíveis poderão ser estimados com a precisão adequada. Podem 
distinguir-se dois tipos de análise de sensibilidade: a análise de sensibilidade local e a análise 
de sensibilidade global. 
4.3.1. Análise de sensibilidade local 
A análise de sensibilidade local é baseada no cálculo da primeira derivada de cada resposta em 
relação a cada parâmetro. Os coeficientes de sensibilidade (Sij), que constituem os termos da 
matriz de sensibilidade, podem ser calculados pela expressão seguinte (Brownjohn et al., 2001; 
Jaishi and Ren, 2005; Merce et al., 2007; Teughels, 2003): 
j
i
j
i
ij PP
RR
P
RS
−
−
≈
∂
∂
=  (4.1) 
onde R e P representam os valores da resposta e do parâmetro numérico na iteração atual, Ri 
representa os valores da resposta para os parâmetros numéricos iniciais e Pj os parâmetros 
numéricos iniciais. O índice i toma valores entre 1 e N, em que N é o número de respostas, e o 
índice j toma valores entre 1 e M, em que M é o número de parâmetros numéricos. 
O cálculo dos coeficientes de sensibilidade pode ser realizado de uma forma analítica, por 
derivação direta de uma função, ou em alternativa, aproximado pelo método das diferenças 
finitas (Jaishi and Ren, 2005; Merce et al., 2007). A utilização de uma técnica de derivação 
direta, apesar de exata, não é adequada a problemas numéricos onde a função que traduz a 
variação da resposta em relação ao parâmetro não é conhecida. Em problemas numéricos a 
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forma mais eficiente de calcular os coeficientes de sensibilidade passa pela aplicação do 
método das diferenças finitas que é muitas vezes implementado a partir da diferença 
progressiva (‘forward difference’) com base na expressão:   
( ) ( )
j
j
j
i
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P
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∆
−∆+
≈
∂
∂
 
(4.2) 
onde ∆Pj é dado por:  
( )infsup
100 jjj
PPDP −∆=∆  (4.3) 
em que ∆D representa uma percentagem do intervalo de variação do parâmetro Pj , e Pjinf e Pjsup 
são os limites inferior e superior desse parâmetro, respetivamente. A aplicação desta técnica 
implica o cálculo das respostas modais considerando o conjunto de parâmetros numéricos P e 
P+∆Pj. A sensibilidade dos parâmetros do modelo numérico é geralmente avaliada por 
comparação dos seus coeficientes de sensibilidade.   
4.3.2. Análise de sensibilidade global 
A análise de sensibilidade global é baseada na análise de correlação entre os parâmetros e as 
respostas do modelo numérico (Brehm, 2011). Ao contrário da análise de sensibilidade local 
que faz variar um parâmetro de cada vez (Saltelli et al., 2004), na análise de sensibilidade 
global todos os parâmetros variam em simultâneo. Esta abordagem permite obter, numa única 
tentativa, as sensibilidades entre os parâmetros e as respostas a partir de um conjunto de 
amostras geradas por aplicação de uma técnica de amostragem. Algumas aplicações desta 
metodologia podem ser encontradas nos trabalhos de Zabel e Brehm (2009a) e Brehm et al. 
(2010). 
4.3.2.1. Técnicas de amostragem 
As técnicas de amostragem envolvem a geração de um conjunto de amostras, cada uma 
constituída por um conjunto de parâmetros do modelo numérico. Estas técnicas podem ser 
estocásticas, baseadas no método de Monte Carlo ou no método do Hipercubo Latino, ou 
sistemáticas, nomeadamente do tipo linear, quadrática, fatorial e fatorial aumentada. 
No método de Monte Carlo a simulação dos parâmetros é feita através da geração sucessiva de 
números que seguem distribuições estatísticas idênticas à dos respetivos parâmetros 
(Henriques, 1998). Neste processo utiliza-se um algoritmo que permite gerar uma sequência de 
números pseudoaleatórios independentes e com distribuição uniforme no intervalo ]0,1[. Cada 
um destes números é posteriormente transformado num valor do parâmetro através da aplicação 
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inversa da função de distribuição acumulada. Esta metodologia pode introduzir correlações 
indesejadas entre os parâmetros nomeadamente quando o número de amostras geradas é 
reduzido (OptiSLang, 2008). O número mínimo de amostras (N) recomendado depende do 
número de parâmetros (nP) e de respostas (nR) do problema, e é dado pela seguinte expressão:  
( )2RP nnN +=  (4.4) 
que é válida para um número de parâmetros inferior a 40 (OptiSLang, 2008). 
No método do Hipercubo Latino o domínio associado a cada parâmetro é dividido em 
intervalos com igual probabilidade de ocorrência. Cada intervalo é definido pelo valor do 
parâmetro correspondente ao seu centro de gravidade e de acordo com a função densidade de 
probabilidade. A escolha de cada um dos intervalos é feita aleatoriamente, de modo a que cada 
intervalo seja considerado uma única vez na geração das amostras (Henriques, 1998). Este 
método restringe o número total de simulações ao número de intervalos considerados na 
partição do espaço amostral e, em comparação com o método de Monte Carlo, requer um 
menor número de simulações. O número mínimo de amostras recomendado para o método do 
Hipercubo Latino é dado pela seguinte expressão (Will et al., 2004):   
( )RP nnN +×= 2  (4.5) 
que também é válida para um número de parâmetros inferior a 40 (OptiSLang, 2008). 
Na Figura 4.2, a título exemplificativo, apresenta-se a distribuição das amostras de dois 
parâmetros que seguem distribuições uniformes, X1 e X2, por aplicação dos métodos de Monte 
Carlo e do Hipercubo Latino. 
 
 
a) b) 
Figura 4.2 – Técnicas de amostragem estocásticas: a) Monte Carlo; b) Hipercubo Latino (adaptado de 
OptiSLang (2008)) 
A observação da figura permite constatar que o método do Hipercubo Latino garante um 
melhor preenchimento do espaço amostral com base no mesmo número de amostras. Por outro 
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lado, as amostras geradas pelo método de Monte Carlo ocupam apenas parte do espaço 
amostral e introduzem um certo grau de correlação entre os dois parâmetros. 
Nas técnicas sistemáticas a geração das amostras é realizada com base em esquemas do tipo 
(OptiSLang, 2008): 
s×+= nnn fcx  (4.6) 
em que xn é uma matriz de dimensão (n×N) que contém as N amostras geradas, cada uma 
contendo n parâmetros; cn é uma matriz de dimensão (n×N) que contém os n parâmetros da 
amostra central, ou seja, a amostra em torno da qual são geradas as restantes amostras, e que é 
repetida em cada coluna da matriz; fn é uma matriz de dimensão (n×N) que contém os fatores 
de posição referentes a cada uma das N amostras geradas, e s é um escalar que controla o 
espaçamento entre as amostras.  
As técnicas sistemáticas de geração dão normalmente origem a um número mais elevado de 
amostras comparativamente às técnicas estocásticas. 
No Quadro 4.1 são indicados o número de amostras geradas (N) e a matriz dos fatores de 
posição (fn) para os casos das técnicas sistemáticas linear, quadrática, fatorial e fatorial 
aumentada, e considerando três parâmetros (n = 3). 
Quadro 4.1 – Técnicas de geração sistemáticas: número de amostras geradas (N) e matriz dos fatores de 
posição (fn) 
Técnicas de 
geração 
sistemáticas 
N nf  
Linear 1+n  










1000
0100
0010
 
Quadrática 12
)1(
++
+
n
nn
 










−
−
−
1101001000
1010100100
0110010010
 
Fatorial(*) nm  










−−−−−−−−−
−−−−−−−−−
−−−−−−−−−
111111110001111111101001000
101111011111011111000100100
111001111111110110110010010   
Fatorial 
aumentada 
122 ++ nn  










−−−−−−
−−−−−−
−−−−−−
011011011111111
010110111111111
001101111111111
 
 (*) Para o caso de m=3 
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Na Figura 4.3 representa-se graficamente das diferentes técnicas sistemáticas de geração de 
amostras, nomeadamente a linear, a quadrática, a fatorial e a fatorial aumentada. Para cada caso 
é apresentada a geração das amostras com base em dois parâmetros (X1 e X2) e três parâmetros 
(X1, X2, e X3). 
  
a) b) 
 
 
c) d) 
Figura 4.3 – Esquemas ilustrativos das técnicas de amostragem sistemáticas: a) linear; b) quadrática; c) 
fatorial, e d) fatorial aumentada (OptiSLang, 2008) 
4.3.2.2. Análise de correlação 
A análise de correlação é geralmente realizada através de coeficientes de correlação 
paramétricos, de que são exemplos o coeficiente linear de Pearson ou o coeficiente de 
correlação quadrático, ou não paramétricos, normalmente baseados em esquemas de ordenação 
e transformação das variáveis, como é o caso dos coeficientes de Spearman e de Kendall 
(OptiSLang, 2008; Sheskin, 2004). 
O coeficiente de correlação de Pearson (rxy) exprime a correlação linear entre duas amostras em 
forma de vetor, x e y, através da seguinte expressão: 
( )( )
( ) ( )∑∑
∑
==
=
−−
−−
=
n
i
i
n
i
i
n
i
ii
xy
yyxx
yyxx
r
1
2
1
2
1
 (4.7) 
em que x  e y  são os valores médios das amostras x e y respetivamente, com i = 1, 2, ..., n, 
onde n representa o número de variáveis das amostras. 
O coeficiente de correlação de Spearman (rxyS) exprime a correlação entre duas amostras em 
forma de vetor, x e y, a partir dos seus vetores de ordenação R(xi) e R(yi), através da expressão:  
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A Expressão (4.8) pode ser simplificada para: 
( )1
6
1 2
1
2
−
−=
∑
=
nn
D
r
n
i
i
S
xy  
(4.9) 
em que: 
)()( iii yRxRD −=  (4.10) 
O vetor de ordenação resulta da atribuição de um valor entre 1 e n a cada elemento do vetor 
original. Assim, o valor 1 é atribuído ao elemento do vetor original com o valor mais baixo, 
enquanto o valor n fica associado ao elemento do vetor original com o valor mais alto. Este 
coeficiente tem a vantagem de avaliar a correlação entre variáveis que possam ser ajustadas 
através de funções monótonas lineares ou não lineares. O coeficiente de correlação de 
Spearman é menos sensível do que o de Pearson para amostras que contenham variáveis de 
ordem de grandeza muito distinta. 
Os coeficientes de correlação de Pearson e de Spearman podem tomar valores no intervalo 
entre -1 e +1. Um coeficiente de correlação superior a 0,70 indicia uma forte correlação entre 
os vetores, enquanto um coeficiente de correlação inferior a 0,30 descreve uma fraca correlação 
entre os vetores (OptiSLang, 2008). Zabel e Brehm (2009b) recomendam a utilização de 
parâmetros com coeficientes de correlação superiores a 0,50. A geração de um número finito de 
amostras não permite a obtenção de valores exatos dos coeficientes de correlação pelo que os 
seus valores vêm associados a intervalos de confiança que traduzem o erro da estimativa da 
correlação. 
De modo a ilustrar as limitações do coeficiente de Pearson, apresenta-se na Figura 4.4, a título 
de exemplo, a representação gráfica dos valores de uma resposta em função da variação de um 
parâmetro, designado de gráfico de Anthill, para duas situações distintas. Na primeira situação 
(Figura 4.4 a)) existe uma elevada correlação linear entre a resposta e o parâmetro. Na segunda 
situação (Figura 4.4 b)) o coeficiente de correlação linear não traduz de forma adequada a 
correlação das duas variáveis, em particular, a reta de regressão não foi capaz de adaptar-se à 
alteração do padrão da resposta com a variação do parâmetro. Este comportamento é típico de 
sistemas não lineares e demonstra que a análise de sensibilidade global baseada no coeficiente 
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de correlação linear tende sempre a fornecer uma sensibilidade média dos parâmetros em 
relação às respostas. 
 
 
a) b) 
Figura 4.4 – Gráficos de Anthill: a) sistema linear; b) sistema não linear 
4.4. ANÁLISE MODAL 
No âmbito da análise de estruturas, o cálculo dos parâmetros modais, em particular as 
frequências naturais e os modos de vibração, é habitualmente realizado com base na resolução 
de um problema de valores e vetores próprios. Nesta secção são apresentados os fundamentos 
da análise modal de sistemas estruturais, com especial incidência nas soluções relativas a 
sistemas com amortecimento viscoso do tipo proporcional e com amortecimento viscoso do 
tipo não proporcional, que serão aplicadas nos capítulos 5 e 6. 
A hipótese de amortecimento proporcional é muitas vezes utilizada na análise de estruturas de 
Engenharia Civil e admite que a distribuição do amortecimento ao longo da estrutura é 
semelhante à distribuição da massa e da rigidez. Esta hipótese parece ser verosímil no caso de 
estruturas constituídas por materiais homogéneos e onde o mecanismo responsável pela 
dissipação de energia está associado ao próprio funcionamento do material (Rodrigues, 2004). 
A solução modal de sistemas com este tipo de amortecimento é normalmente baseada numa 
formulação modal clássica (Chopra, 1995; Clough and Penzien, 1993; Ewins, 2000a) 
Na realidade, porém, a hipótese de amortecimento proporcional nem sempre é válida, 
nomeadamente em estruturas com uma distribuição complexa da massa, da rigidez e do 
amortecimento, como sucede, por exemplo, em estruturas com diferentes materiais, com 
ligações estruturais semi-rígidas, com aparelhos de apoio ou que englobem elementos não 
estruturais. A existência de amortecedores localizados é também um caso em que a dissipação 
de energia fica concentrada nalguns pontos, não havendo portanto uma interdependência da 
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matriz de amortecimento relativamente à matriz de massa ou de rigidez (Rodrigues, 2004). A 
solução modal de sistemas com este tipo de amortecimento é geralmente baseada numa 
formulação de estado cujos principais aspetos conceptuais são abordados por diversos autores, 
tais como Bernal (2000), Magalhães (2003), Rodrigues (2004), Hoen (2005) e Moutinho 
(2007). 
4.4.1. Sistemas com amortecimento do tipo proporcional 
4.4.1.1. Frequências e modos de vibração 
Os parâmetros modais em sistemas com amortecimento do tipo proporcional são muitas vezes 
determinados considerando a equação do movimento na situação de regime livre, ou seja 
(Chopra, 1995; Clough and Penzien, 1993): 
0KzzCzM =++ )()()( ttt &&&  (4.11) 
onde )(tz&& , )(tz&  e )(tz são os vetores das acelerações, velocidades e deslocamentos; M, C
 
, e K 
representam as matrizes de massa, amortecimento e rigidez, respetivamente. 
Assumindo que a solução da equação anterior tem a forma =)(tz ϕi tieλ , obtém-se a seguinte 
equação: 
[ ]
 
2 KCM ++ ii λλ ϕi = 0 (4.12) 
em que: 
ϕi são os vetores próprios do sistema amortecido, correspondentes às soluções não 
triviais da Equação (4.12), com i = 1,..., n, e n o número total de modos de vibração. Os 
vetores próprios dum sistema com amortecimento proporcional coincidem com os vetores 
próprios dum sistema sem amortecimento conforme demonstrado por Fuellekrug (2008).  
λi são os valores próprios do sistema amortecido, que consistem em números complexos 
em forma de par conjugado (Magalhães, 2003): 
21 iiii i ξωξλ −±−=  (4.13) 
onde ωi é a frequência angular não amortecida e ξi é o coeficiente de amortecimento 
modal, obtido geralmente a partir da informação de ensaios dinâmicos. As frequências 
angulares amortecidas (ωia) e os respetivos coeficientes de amortecimento são dados por 
(Rodrigues, 2004): 
( ) ( )iiiia λλλω ImRe +==  (4.14) 
( )
i
i
i λ
λξ Re=  (4.15) 
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Os vetores próprios correspondentes aos n modos de vibração dum sistema estrutural podem 
ser reunidos na matriz modal [ ]nϕϕ ...1=Φ . Entre os vetores próprios e as matrizes de massa e 
de rigidez verificam-se as seguintes relações de ortogonalidade: 
[ ]\\ iT m=MΦΦ  (4.16) 
[ ]\\ iT k=KΦΦ  (4.17) 
em que mi e ki são, respetivamente, a massa modal e a rigidez modal correspondentes ao modo 
de vibração i. Num sistema com amortecimento proporcional é ainda verificada a 
ortogonalidade em relação à matriz de amortecimento: 
[ ]\\ iT c=CΦΦ  (4.18) 
em que ci é o amortecimento modal. Na secção 4.4.1.2 são mencionadas as condições a que 
devem satisfazer as matrizes de amortecimento para que se verifique uma situação de 
amortecimento proporcional. 
Os vetores próprios ϕi são sempre determinados a menos de um fator de escala, podendo-se, 
por conveniência para a resolução da equação do movimento, normalizá-los relativamente à 
matriz de massa, de modo a que se verifiquem as relações (Rodrigues, 2004): 
[ ]\\ 1ˆˆ =ΦMΦT  (4.19) 
[ ]\\ 2ˆˆ iiT ωξ=ΦCΦ  (4.20) 
[ ]\2\ˆˆ iT ω=ΦKΦ  (4.21) 
onde Φˆ  é a matriz que tem como colunas os vetores próprios ϕˆ  normalizados relativamente à 
matriz de massa, que podem ser determinados através da seguinte expressão (Chopra, 1995): 
i
i
i
m
ϕϕ =ˆ  (4.22) 
Os modos de vibração obtidos são modos reais, o que significa que todos os pontos atingem o 
deslocamento modal máximo em simultâneo. No caso dos sistemas não amortecidos o modo 
apresenta componentes reais, ou seja, com fase igual a 0° ou 180°. Em sistemas com 
amortecimento proporcional o modo apesar de ser definido por componentes complexas, 
apresenta diferenças de fase iguais a 0° ou 180°, entre as diferentes componentes.  
Na Figura 4.5, a título exemplificativo, representam-se os diagramas de Argand dos modos de 
vibração reais com componentes reais (Figura 4.5 a)) e com componentes complexas (Figura 
4.5 b)) referentes a um oscilador de múltiplos graus de liberdade. 
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a) b) 
Figura 4.5 – Diagramas de Argand de modos de vibração reais: a) componentes reais; b) componentes 
complexas 
4.4.1.2. Condição de amortecimento proporcional 
A ortogonalidade dos vetores próprios em relação à matriz de amortecimento é o principal fator 
que faz a distinção entre o amortecimento do tipo proporcional e não proporcional. Esta 
ortogonalidade verifica-se para as matrizes de amortecimento que resultam da combinação 
linear das matrizes de massa e de rigidez, por intermédio da série seguinte (Adhikari and Phani, 
2009): 
( ) jn
j
ja KMMC 1
1
0
−
−
=
∑=  (4.23) 
onde aj são termos constantes. A matriz de amortecimento de Rayleigh constitui um caso 
particular da expressão apresentada, e que se obtém considerando apenas os termos da série 
correspondentes a j = 0 e j = 1: 
KMC 10 aa +=  (4.24) 
As constantes a0 e a1 podem ser determinadas com base na resolução do sistema de equações 
(Chopra, 1995): 
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cuja solução é dada por: 
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onde ξm e ξn são os valores dos coeficientes de amortecimento dos modos de vibração m e n, e 
ωm e ωn as correspondentes frequências angulares. A relação entre o coeficiente de 
amortecimento e a frequência angular encontra-se representada na Figura 4.6.  
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Figura 4.6 – Amortecimento de Rayleigh: relação entre o coeficiente de amortecimento e a frequência 
angular 
Adhikari e Phani (2009) e Rodrigues (2004) referem que a condição geral que a matriz de 
amortecimento deve satisfazer para que se verifique uma situação de amortecimento 
proporcional é a seguinte: 
[ ] [ ] [ ] [ ]srrs CMKMKMCM 1111 −−−− =  (4.27) 
onde s e r são números inteiros. 
4.4.2. Sistemas com amortecimento do tipo não proporcional 
Numa formulação de estado, o sistema de equações diferenciais de equilíbrio de segunda 
ordem, com dimensão n, é transformado num sistema de 2n equações diferenciais de primeira 
ordem. Para tal, define-se o vetor de estado x(t) com n linhas, que é constituído pelos 
deslocamentos )(tq  e velocidades )(tq& dos n graus de liberdade da estrutura: 
( ) 


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

= )(
)(
t
t
t
q
q
x
&
 (4.28) 
As equações de estado que constituem o sistema de equações diferenciais de primeira ordem, 
em movimento livre, são do tipo (Hoen, 2005): 
( ) ( )tt Axx =&  (4.29) 
onde a matriz A é definida a partir das matrizes de massa, rigidez e amortecimento da estrutura 
e também pela matriz identidade I: 

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 (4.30) 
A partir da matriz A, denominada de matriz modal, podem ser retirados os parâmetros modais 
do sistema estrutural. Os valores próprios (Λ) e os vetores próprios (Ψ) da matriz modal podem 
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ser relacionados com as matrizes que contêm os modos de vibração (Θ) e as frequências (λi) 
que caracterizam o comportamento dinâmico da estrutura, através das seguintes expressões: 

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(4.31) 
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em que: 
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Tal como no caso do amortecimento proporcional, os valores próprios λi podem ser obtidos 
através da Expressão (4.13), e os valores das frequências angulares amortecidas e respetivos 
coeficientes de amortecimento resultam da aplicação das Expressões (4.14) e (4.15). 
Os modos de vibração das estruturas com uma matriz de amortecimento não proporcional são 
complexos, isto é, são caracterizados por vetores de números complexos. Num modo de 
vibração complexo os movimentos dos pontos ocorrem com um desfasamento temporal 
proporcional à diferença de fase, situada entre 0º e 180º. A representação da deformada da 
estrutura é geralmente realizada com animações que apresentam os valores das amplitudes das 
várias componentes dos modos em diferentes instantes de tempo. Na sequência do exemplo 
apresentado anteriormente, representa-se na Figura 4.7 o diagrama de Argand com as 
componentes de um modo complexo de um oscilador de múltiplos graus de liberdade. 
 
Figura 4.7 – Diagrama de Argand de um modo de vibração complexo 
Em sistemas com amortecimento não proporcional os produtos matriciais apresentados nas 
Expressões (4.16) a (4.18) resultam em matrizes não diagonais. Na formulação de estado as 
condições de ortogonalidade são as seguintes (Magalhães, 2003): 
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onde ai e bi são constantes complexas e as matrizes P e Q são obtidas por:  
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4.5. TÉCNICAS DE EMPARELHAMENTO DE MODOS 
Uma técnica de emparelhamento de modos de vibração tem como objetivo estabelecer a 
correspondência entre cada modo de vibração experimental e um modo de vibração numérico. 
O estabelecimento de um critério de emparelhamento estável é uma tarefa complexa devido a 
alterações na ordem dos modos numéricos decorrentes das variações dos correspondentes 
parâmetros durante o processo de otimização, e ao número limitado de graus de liberdade dos 
modos experimentais, que faz aumentar o número de correspondências possíveis entre modos 
numéricos e modos experimentais (Brehm et al., 2010). 
As estratégias de emparelhamento de modos de vibração assentam, geralmente, em critérios 
clássicos, baseados no conceito matemático de correlação entre vetores, neste caso os vetores 
dos modos numéricos e experimentais (Allemang, 2003; Ewins, 2000a; Ewins, 2000b; Maia 
and Silva, 1997), e em critérios energéticos (Brehm et al., 2010; Brehm et al., 2009), 
desenvolvidos mais recentemente, e que permitiram atualizar os critérios clássicos com base 
em informação física das estruturas, nomeadamente a distribuição da rigidez e da massa. 
4.5.1. Critérios clássicos 
4.5.1.1. Parâmetro MSF 
O parâmetro MSF (‘Modal Scale Factor’) foi originalmente desenvolvido por Allemang e 
Brown (1982) e vem referenciado por diversos autores, tais como Ewins (2000a), Teughels 
(2003), Balageas et al. (2006) e Brehm (2011).  
Este parâmetro é um escalar que representa o declive da reta que melhor se ajusta aos pontos 
referentes às ordenadas dos vetores modais numérico e experimental, e é definido pela 
expressão seguinte (Allemang, 2003): 
( ) ( )( )iTi
j
T
i
jiij MSFMSF
ΦΦ
ΦΦ
ΦΦ ))
))
))
== ,  (4.36) 
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onde iΦ
)
 é o vetor das ordenadas do modo experimental i e jΦ
)
 é o vetor das ordenadas do 
modo numérico j correspondentes aos graus de liberdade experimentais. 
O valor do parâmetro MSF depende do modo como os vetores numérico e experimental estão 
normalizados. Na maioria das situações, o vetor numérico encontra-se normalizado em relação 
à matriz de massa, enquanto o vetor experimental, obtido a partir de um ensaio de vibração 
ambiental, não vem normalizado em relação à matriz de massa. O parâmetro MSF toma ainda 
valores distintos consoante o vetor modal que é tomado como referência. O modo 
experimental, que emparelha com um determinado modo numérico, será aquele que apresentar, 
em relação a este, o maior valor do parâmetro MSF. 
Na Figura 4.8, a título exemplificativo, representam-se os pontos correspondentes às ordenadas 
experimentais e numéricas de um modo de vibração, com a indicação da reta que melhor se 
ajusta aos pontos e o respetivo valor do parâmetro MSF. 
 
Figura 4.8 – Parâmetro MSF 
4.5.1.2. Parâmetro MAC 
O parâmetro MAC (‘Modal Assurance Criterion’) é o critério mais utilizado na análise da 
correlação entre modos de vibração numéricos e experimentais (Allemang, 2003; Brehm, 2011; 
Ewins, 2000a; Magalhães, 2003). As principais vantagens da aplicação do parâmetro MAC 
estão relacionadas com (Brehm et al., 2010; Morales, 2005): i) implementação simples; ii) não 
requerer a informação experimental de todos os graus de liberdade da estrutura; iii) não 
depender da normalização dos vetores modais.  
Este parâmetro fornece uma medida do desvio médio quadrático entre os vetores numérico e 
experimental, em relação à reta de correlação linear dos dois vetores, e pode ser obtido por 
aplicação da seguinte expressão (Allemang, 2003): 
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Esta expressão é válida para modos de vibração reais. A sua aplicação a modos de vibração 
complexos é também possível bastando alterar a operação de transposta do vetor pela operação 
de conjugado. 
O parâmetro MAC é um escalar que pode tomar valores no intervalo entre 0 e 1. Um valor de 
MAC unitário significa que os vetores numérico e experimental são coincidentes ou 
linearmente dependentes, enquanto um valor de MAC nulo indicia que os modos são 
linearmente independentes. Na maioria das situações, um valor de MAC superior a 0,80 revela 
a existência de uma boa correlação entre os vetores, enquanto um valor de MAC inferior a 0,20 
revela que os modos não estão correlacionados (Ewins, 2000b). O modo experimental, que 
emparelha com um determinado modo numérico, será aquele que apresentar, em relação a este, 
o maior valor do parâmetro MAC.   
Um valor do parâmetro MAC próximo de zero pode ter as seguintes causas (Allemang, 2003): 
i) incapacidade do modelo numérico em traduzir o comportamento dinâmico da estrutura; 
ii) existência de não linearidades na estrutura responsáveis pela alteração das suas propriedades 
dinâmicas, em particular para diferentes níveis de excitação, condições climatéricas, etc.; 
iii) ruído nas medições experimentais; iv) deficiente aplicação das técnicas de identificação dos 
parâmetros modais, e v) correspondência inadequada entre os pontos utilizados no ensaio 
experimental e os graus de liberdade do modelo numérico. 
O valor do parâmetro MAC depende da dimensão dos vetores modais. Os vetores 
experimentais com um número reduzido de elementos, associados a um número limitado de 
pontos de medição, tendem a apresentar valores de MAC elevados com um número alargado de 
modos numéricos. O parâmetro MAC é também particularmente sensível à alteração das 
ordenadas de maior amplitude e pouco sensível à alteração das ordenadas de pequena 
amplitude (Allemang, 2003). 
Com base no exemplo apresentado no ponto anterior, apresenta-se na Figura 4.9 a reta 
representativa da correlação linear entre os pontos correspondentes às ordenadas dos modos de 
vibração experimental e numérico, com a indicação das distâncias dos pontos à reta e o valor 
do parâmetro MAC. 
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Figura 4.9 – Parâmetro MAC 
Ewins (2000a) e Penny et al. (1994) salientam a utilidade do parâmetro MAC na seleção de 
pontos de medição em ensaios dinâmicos. A viabilidade de um conjunto de graus de liberdade, 
tendo em vista, por exemplo, a realização de um ensaio de vibração ambiental, pode ser 
avaliada ainda numa fase preliminar ao ensaio, com base no valor do parâmetro MAC dos 
modos de vibração numéricos em relação aos próprios modos numéricos. Este parâmetro, 
denominado de autoMAC, permite quantificar a dependência entre os vetores numéricos, ou 
mesmo entre os vetores experimentais, com base na análise dos termos da matriz localizados 
fora da diagonal principal (Penny et al., 1994). Na Figura 4.10 apresentam-se, a titulo de 
exemplo, as matrizes autoMAC entre 20 modos de vibração numéricos de um sistema 
dinâmico, considerando um conjunto alargado e um conjunto restrito de graus de liberdade, 
neste caso formados por 102 e 30 graus de liberdade respetivamente (Ewins, 2000a). A escolha 
de um número reduzido de graus de liberdade tem como consequência uma maior dependência 
entre os modos de vibração. 
  
a) b) 
Figura 4.10 – Matriz autoMAC entre os modos numéricos considerando um conjunto de graus de 
liberdade: a) alargado; b) restrito (Ewins, 2000a) 
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4.5.2. Limitações dos critérios clássicos 
O sucesso dos critérios clássicos de emparelhamento de modos de vibração, em particular do 
parâmetro MAC, depende em grande medida do número e da posição dos sensores na estrutura. 
Existem inúmeras situações em que os critérios clássicos falham, a maioria delas relacionadas 
com a escassez de informação experimental e outras relacionadas com o deficiente 
planeamento dos ensaios experimentais, conforme é reportado no trabalho levado a cabo por 
Brehm et al. (2010). 
Seguidamente são apontadas três situações para as quais o parâmetro MAC revelou limitações 
no emparelhamento dos modos de vibração: a) ensaios dinâmicos de estruturas complexas; 
b) ensaios dinâmicos de estruturas contínuas ou com continuidade parcial; c) posicionamento 
dos sensores nos ensaios dinâmicos. 
A – Ensaios dinâmicos de estruturas complexas 
As estruturas complexas são caracterizadas por modos de vibração globais, envolvendo a 
totalidade da estrutura e modos de vibração locais, envolvendo um conjunto restrito de 
elementos ou elementos isolados da estrutura. Os ensaios dinâmicos deste tipo de estruturas são 
planeados, na maioria das situações, tendo em vista a caracterização dos modos de vibração 
globais. No entanto, a falta de informação experimental dos elementos locais pode ser crítica na 
correta identificação e no emparelhamento dos modos de vibração globais. 
Brehm et al. (2010) referem o exemplo de uma treliça metálica tridimensional onde todos os 
sensores foram localizados nos nós da estrutura. Esta disposição de sensores é particularmente 
adequada à identificação dos modos de vibração de carácter global, nomeadamente os modos 
de flexão e de torção, não permitindo, no entanto, a identificação dos modos locais dos 
elementos das cordas, dos montantes e das diagonais. Estes modos locais apresentam ordenadas 
modais de pequena amplitude nos pontos de medida, e alguns deles podem mesmo originar 
configurações deformadas muito semelhantes às configurações deformadas dos modos globais, 
dificultando o seu o emparelhamento com base no parâmetro MAC. 
B - Ensaios dinâmicos de estruturas contínuas ou com continuidade parcial 
Nos ensaios dinâmicos de estruturas contínuas ou com continuidade parcial, a posição dos 
sensores é normalmente direcionada para a caracterização do comportamento dinâmico de uma 
parte ou de um número limitado de partes da estrutura, negligenciando-se a caracterização 
dinâmica das restantes partes da estrutura. No entanto, a falta de informação experimental das 
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partes da estrutura não instrumentadas pode dificultar a identificação e o emparelhamento dos 
modos de vibração dos tramos cujo comportamento dinâmico se pretende caracterizar. 
No âmbito do ensaio dinâmico do viaduto ferroviário de Alverca, realizou-se a identificação 
dos modos de vibração do tabuleiro, em particular dos modos locais da laje superior (Horas, 
2011; Malveiro et al., 2011). O viaduto é constituído por um conjunto de tramos simplesmente 
apoiados, ligados superiormente pela via ferroviária, com secção em viga caixão pré-fabricada. 
Todos os sensores foram posicionados sobre a laje superior do tabuleiro de um dos tramos 
centrais do viaduto, de acordo com as particularidades referidas por Malveiro et al. (2011). Os 
resultados do ensaio mostraram que os modos de vibração locais dos tramos vizinhos, em 
particular os modos locais da laje superior e das consolas do tabuleiro, originam configurações 
deformadas muito semelhantes às configurações dos modos locais do tramo instrumentado. Na 
Figura 4.11 apresentam-se, a título exemplificativo, dois modos de vibração locais do tabuleiro, 
um referente à vibração das consolas do tramo instrumentado (Figura 4.11 a)) e outro 
envolvendo a vibração das consolas do tramo vizinho (Figura 4.11 b)) e que apresenta 
movimentos no tramo instrumentado com uma configuração muito idêntica mas de menor 
amplitude. 
fnum = 25,42 Hz 
 
fnum = 29,21 Hz 
 
a) b) 
Figura 4.11 – Configuração de dois modos de vibração locais do viaduto de Alverca obtidos por via 
numérica (adaptado de Horas (2011)) 
No âmbito de um ensaio dinâmico da ponte de Canelas, foi também realizada a identificação 
dos modos de vibração globais de um dos tramos da ponte (Carvalho, 2011). A ponte de 
Canelas é formada por seis tramos simplesmente apoiados, sendo cada tramo constituído por 
dois meios tabuleiros independentes, separados por uma junta longitudinal, cada um suportando 
uma via ferroviária. A continuidade proporcionada pela via levou ao aparecimento de inúmeros 
modos que envolvem movimentos conjuntos dos diversos tramos e entre os dois meios 
tabuleiros de cada tramo. Alguns destes modos de vibração originam deformadas de pequena 
amplitude no tabuleiro instrumentado, mas com configurações próximas às configurações dos 
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modos globais desse mesmo tramo. A título exemplificativo, apresentam-se na Figura 4.12 as 
configurações de dois modos de vibração de torção da ponte, um relativo ao tramo 
instrumentado (Figura 4.12 a)) e outro de um tramo vizinho (Figura 4.12 b)). Apesar dos 
tabuleiros serem independentes do ponto de vista estrutural, a continuidade longitudinal da via 
faz com que os movimentos do tramo vizinho tenham repercussões no tramo instrumentado.   
fnum = 16,22 Hz 
 
fnum = 15,54 Hz 
 
a) b) 
Figura 4.12 – Configuração de dois modos de vibração da ponte de Canelas obtidos por via numérica 
(adaptado de Carvalho (2011)) 
C - Posicionamento dos sensores nos ensaios dinâmicos 
O posicionamento dos sensores nos ensaios dinâmicos é muitas vezes realizado tendo em vista 
a identificação das propriedades dinâmicas numa direção preferencial, geralmente a direção 
vertical, não sendo instalados sensores nas restantes direções. 
Brehm et al. (2010), ainda com base no exemplo da treliça metálica, identificaram modos de 
flexão na direção transversal que, por compatibilidade estrutural, apresentam reduzidas 
amplitudes na direção vertical. Alguns desses modos têm configurações deformadas muito 
próximas das configurações de modos de vibração de flexão na direção vertical, dificultando, 
mais uma vez, o emparelhamento dos modos de vibração através do parâmetro MAC.  
Na Figura 4.13 apresenta-se a configuração do modo de flexão vertical da treliça obtida por via 
experimental (Figura 4.13 a)), com a indicação dos pontos de medição, bem como as 
configurações numéricas correspondentes aos maiores valores do parâmetro MAC relativas a 
movimentos na direção vertical (Figura 4.13 b)) e transversal (Figura 4.13 c)). Na figura são 
ainda apresentados os valores da frequência de vibração e, no caso dos modos de vibração 
obtidos por via numérica, os valores do parâmetro MAC. 
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fexp = 128,29 Hz 
 
fnum = 134,50 Hz (MAC=0,98) 
 
fnum = 177,85 Hz (MAC=0,99) 
 
a) b) c) 
Figura 4.13 – Configurações modais da treliça metálica obtidas por via: a) experimental; b) numérica 
(direção vertical); c) numérica (direção transversal) (Brehm et al., 2010) 
4.5.3. Critério baseado no parâmetro WMAC 
O parâmetro WMAC (‘Weighted Modal Assurance Criterion’) tem vindo a ser utilizado por 
inúmeros autores, tais como Penny et al. (1994), Ewins (2000b), Allemang (2003), Morales 
(2005) e Brehm (2011). Este parâmetro é semelhante ao parâmetro MAC, no entanto envolve a 
ponderação dos vetores modais com a informação física proveniente das matrizes de massa ou 
rigidez obtidas por via numérica, através da seguinte expressão: 
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em que W é uma matriz de ponderação que resulta da redução ou expansão da matriz de massa 
ou rigidez.  
As operações de redução ou expansão das matrizes são necessárias porque o número de graus 
de liberdade medidos é geralmente muito inferior ao número total de graus de liberdade do 
modelo numérico. As técnicas de redução são as mais utilizadas e compreendem as técnicas 
estáticas, como por exemplo a técnica de condensação de Guyan, ou as técnicas dinâmicas, tais 
como os métodos IRS e SEREP (Friswell and Mottershead, 1995). No entanto, a redução das 
matrizes para um conjunto restrito de graus de liberdade origina erros e imprecisões que 
comprometem, em muitas situações, o sucesso da aplicação deste parâmetro (Brehm, 2011; 
Morales, 2005). 
4.5.4. Critério baseado na energia de deformação 
O critério baseado na energia de deformação congrega a informação proveniente da correlação 
matemática entre os vetores modais com a informação física dos graus de liberdade observados 
no ensaio dinâmico e relacionada com a distribuição da rigidez ou da massa. 
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Neste critério a correspondência dos modos numéricos com os experimentais é realizada 
através do parâmetro EMAC (‘Energy-based Modal Assurance Criterion’) que é dado por: 
ijjkijk MACEMAC ∏=  (4.39) 
Este parâmetro resulta da ponderação do parâmetro MAC pela energia de deformação modal 
relativa (∏jk) de um ou vários grupos de graus de liberdade do modelo numérico, denominados 
de clusters. Cada modo experimental é emparelhado com o modo numérico a que corresponde 
o valor mais elevado do parâmetro EMAC.  
O sucesso do critério baseado no parâmetro EMAC depende, em grande medida, da seleção dos 
graus de liberdade do modelo numérico que formam os diversos clusters. Os clusters devem 
permitir a separação dos graus de liberdade medidos no ensaio dos graus de liberdade não 
medidos. Em estruturas complexas, os clusters devem ainda atender às diferentes subestruturas 
constituídas por grupos de elementos com um comportamento dinâmico diferenciado da 
globalidade da estrutura. 
Este critério foi desenvolvido e aplicado com sucesso por Brehm et al. (2010) para o caso de 
modos de vibração reais. A sua aplicação a modos de vibração complexos com base nos 
fundamentos de uma formulação de estado tem carácter inovador e não vem reportada na 
bibliografia. Em seguida são apresentados os fundamentos teóricos para a quantificação da 
energia de deformação relativa para o caso de modos de vibração reais (4.5.4.1) e modos de 
vibração complexos (4.5.4.2). 
4.5.4.1. Modos reais 
No caso de modos de vibração reais a energia de deformação modal relativa utiliza a 
informação física da matriz de rigidez e o seu cálculo envolve o rearranjo dos vetores modais e 
a divisão da matriz de rigidez em submatrizes que relacionam os diferentes clusters (Brehm et 
al., 2010). 
Assumindo que a matriz modal vem normalizada em relação à matriz de massa, a condição de 
ortogonalidade em relação à matriz de rigidez é a seguinte: 
[ ]\2\ jT ω=KΦΦ  (4.40) 
A energia de deformação total (‘Modal Strain Energy’) associada a cada modo de vibração j 
(MSEj) é igual a 1/2×ω2j. 
O vetor que contém a informação modal do modo numérico j pode ser rearranjado por 
separação dos graus de liberdade do modelo numérico em n clusters: 
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[ ]TTjnTjTjTj ΦΦΦΦ       21 L=  (4.41) 
Por sua vez, a matriz de rigidez é também dividida em submatrizes (Kkl) que relacionam os 
graus de liberdade dos clusters k e l, ou seja: 
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em que k e l tomam valores iguais a 1, 2, ..., n, e n é o número total de clusters. 
A energia de deformação modal do modo de vibração j em relação ao cluster k (MSEjk) é 
calculada com base na seguinte expressão: 
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onde Φjk é a matriz que contém a informação modal dos modos numéricos j, correspondente 
aos graus de liberdade do cluster k; Kkl é a submatriz de rigidez que relaciona os graus de 
liberdade dos clusters k e l, e Φjl é a matriz que contém a informação modal dos modos 
numéricos j, correspondente aos graus de liberdade do cluster l.  
A energia de deformação total do modo de vibração j é dada por: 
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A energia de deformação relativa (∏jk) representa a parcela da energia total mobilizada pelo 
modo de vibração j considerando apenas os graus de liberdade do cluster k, e pode ser 
calculada com base nas Expressões (4.43) e (4.44), ou seja: 
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com 0≠jMSE . Este parâmetro é um escalar que toma valores no intervalo entre 0 e 1. 
4.5.4.2. Modos complexos 
No caso de modos de vibração complexos a energia de deformação modal, aqui designada 
apenas por energia modal em virtude de utilizar a informação física das matrizes de rigidez e de 
massa, é calculada com base numa das condições de ortogonalidade de uma formulação de 
estado: 
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[ ]\\ jT b=QΨΨ  (4.46) 
onde Ψ é a matriz que contém os vetores próprios do sistema que se relacionam com as 
frequências e os modos de vibração (ver Expressões (4.32) e (4.33)); Q é uma matriz que 
incorpora as matrizes de rigidez e de massa (Expressão (4.35)) e bj é um número complexo. 
A energia de deformação total, aqui designada apenas por energia total, associada a cada modo 
de vibração j (MSEj) é igual a bj. 
A matriz Ψ tem uma dimensão de 2z×2n’, em que z é o número de graus de liberdade do 
modelo numérico e n’ é o número total de modos de vibração. Esta matriz pode ser rearranjada 
por separação dos graus de liberdade do modelo numérico em n clusters, resultando: 
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O vetor que contém a informação modal do modo numérico j pode ser rearranjado por 
separação dos graus de liberdade dos n clusters e apresenta o seguinte formato: 
( ) ( ) ( )[ ]TjnjjjjjTnjT jTjTj TT2T121                 λλλ ΦΦΦΦΦΦΨ LL=  (4.48) 
Por sua vez, a matriz Q, com uma dimensão de 2z×2z, é também dividida em submatrizes (Kkl 
e Mkl) que relacionam os graus de liberdade dos clusters k e l, ou seja: 
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(4.49) 
em que k e l tomam valores iguais a 1, 2, ..., n, onde n é o número total de clusters. 
Com base na matriz Q dividida em submatrizes é possível construir as matrizes Qkl que 
relacionam os graus de liberdade dos clusters k e l, ou seja: 
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Assim, a energia modal do modo de vibração j em relação ao cluster k (MSEjk) é calculada com 
base na seguinte expressão: 
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onde Ψjk é a matriz que contém a informação modal dos modos numéricos j, correspondente 
aos graus de liberdade do cluster k; Qkl é a submatriz da matriz Q que relaciona os graus de 
liberdade dos clusters k e l; Ψjl é a matriz que contém a informação modal dos modos 
numéricos j, correspondente aos graus de liberdade do cluster l. 
A energia total do modo de vibração j é dada por: 
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A energia relativa (∏jk) representa a parcela da energia total mobilizada pelo modo de vibração 
j considerando apenas os graus de liberdade do cluster k, e pode ser calculada com base nas 
Expressões (4.51) e (4.52), ou seja: 
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com 0≠jMSE . Este parâmetro é mais uma vez um escalar que toma valores no intervalo entre 
0 e 1. 
4.6. OTIMIZAÇÃO 
A fase de otimização tem como objetivo obter os valores dos parâmetros que minimizam as 
diferenças entre os resultados modais numéricos e experimentais, envolvendo a definição de 
uma função objetivo e a aplicação de um algoritmo de otimização. 
4.6.1. Função objetivo 
A função objetivo (f) é obtida através da soma das diferenças entre as respostas modais 
numéricas (R) e as respostas modais experimentais ( Rˆ ), através da seguinte expressão: 
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ˆ)(  (4.54) 
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em que n é o número total de modos de vibração e P representa um conjunto de parâmetros 
numéricos. As diferenças entre as respostas numéricas e experimentais são designadas de 
resíduos e são representados na expressão anterior por ri.  
As respostas modais mais utilizadas na função objetivo são as frequências naturais e os modos 
de vibração, no entanto, podem também ser utilizadas grandezas como as deformações modais 
e as curvaturas modais (Teughels, 2003). 
As frequências de vibração podem ser obtidas experimentalmente com bastante rigor e são 
parâmetros particularmente sensíveis a variações da rigidez e de outras grandezas com 
influência no comportamento global da estrutura (Teughels, 2003). Por sua vez, os modos de 
vibração são determinados experimentalmente com maiores incertezas e são menos sensíveis a 
mudanças de rigidez, mas assumem grande importância por serem uma grandeza espacial, que 
permite identificar as zonas do modelo a sofrerem ajustes (Magalhães, 2003). Os modos de 
vibração são por isso mais sensíveis ao comportamento local da estrutura e são importantes na 
estimativa dos parâmetros locais do modelo numérico. 
O resíduo relativo a cada frequência de vibração (rf) pode ser obtido a partir das diferenças 
relativas entre as frequências obtidas por via numérica (f) e experimental ( fˆ ), ou seja:  
f
fPfPr f
ˆ
ˆ)()( −=  (4.55) 
A utilização de diferenças relativas, em vez das diferenças absolutas, permite dar igual peso aos 
resíduos de cada uma das frequências uma vez que passam a ter um intervalo de variação 
limitado, neste caso, ao intervalo entre 0 e 1. Este aspeto é relevante atendendo a que os valores 
experimentais das frequências mais elevadas não são estimados com o mesmo rigor dos valores 
das frequências mais baixas (Jaishi, 2005). No entanto, em estruturas com as frequências de 
interesse a variar numa gama alargada e que incluem valores baixos, existe uma tendência dos 
resíduos associados às frequências mais baixas serem superiores aos das frequências mais altas.  
Os resíduos relativos aos modos de vibração têm sido alvo da atenção de diversos autores, em 
particular, Friswell e Mottershead (1995), Gentile e Cabrera (2001), Teughels (2003) e Brehm 
(2011). 
Teughels (2003) define o resíduo de cada modo de vibração (rs) com base nas diferenças 
relativas entre as componentes dos modos experimentais e dos modos numéricos, através da 
seguinte expressão: 
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onde Φl e Φref são duas componentes do modo de vibração numérico, lΦˆ e refΦˆ  são as 
componentes experimentais correspondentes. Assim, todas as componentes l de cada modo de 
vibração são escaladas pela componente de referência (ref), para garantir que modos de 
vibração numéricos e experimentais são escalados de igual modo. A componente de referência 
de cada modo é a componente máxima, a fim de garantir que os resíduos dos diferentes modos 
ficam com valores absolutos semelhantes. Procedendo desta forma para cada modo, são 
considerados tantos resíduos quantos os graus de liberdade medidos (m). 
Friswell e Mottershead (1995) propõem o escalamento dos modos de vibração experimentais 
em relação aos modos numéricos recorrendo ao parâmetro MSF, por aplicação da expressão: 
∑
=






Φ−Φ=
m
l
ll
s MSF
PPr
1
ˆ
)ˆ,(
1)()(
ΦΦ
 (4.57) 
em que Φ  e Φˆ  são os vetores dos modos de vibração numérico e experimental respetivamente. 
Gentile e Cabrera (2001) utilizam um resíduo que depende do parâmetro MAC dado por: 
)ˆ,(
)ˆ,(1)(
ΦΦ
ΦΦ
MAC
MACPrs
−
=  (4.58) 
Este último resíduo demonstrou ser mais sensível a variações das configurações modais do que 
o parâmetro MAC, no entanto, podem ser obtidos resíduos elevados para os modos que 
apresentam valores de MAC reduzidos.  
Moller e Friberg (1998) propõem também uma expressão baseada no parâmetro MAC e que 
vem aplicada nos trabalhos de Jaishi e Ren (2005) e Merce et al. (2007):  
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Brehm (2011) sugere um resíduo com uma formulação mais simples e que tem a vantagem da 
sua variação estar limitada ao intervalo entre 0 e 1, ou seja:  
)ˆ,(1)( ΦΦMACPrs −=  (4.60) 
A – Pesagem dos resíduos 
A pesagem dos resíduos da função objetivo consiste em estabelecer pesos (wi) diferentes para 
cada resíduo, passando a função objetivo a ser definida pela seguinte expressão:  
( )∑
=
=
n
i
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1
)(  (4.61) 
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Os pesos devem atender à importância de cada um dos resíduos e à incerteza que está associada 
à determinação experimental das respostas deles dependentes. Por exemplo, no caso dos 
parâmetros modais, as frequências naturais são geralmente determinadas com maior rigor do 
que os modos de vibração, devendo portanto ser atribuído um peso superior aos seus resíduos 
(Jaishi, 2005; Magalhães, 2003). A atribuição de pesos mais elevados a uns resíduos do que a 
outros faz com que a minimização da função objetivo incida prioritariamente sobre os resíduos 
mais altos, o que tem como consequência uma melhor estimativa das respostas e dos 
parâmetros numéricos com eles relacionados. 
Uma das formas de definir os pesos consiste em considerá-los iguais ao inverso do desvio-
padrão (σi) da estimativa experimental correspondente, ou seja (Jaishi, 2005; Steenackers and 
Guillaume, 2006; Teughels, 2003):  
i
iw σ
1
=  (4.62) 
Este procedimento exige que seja quantificada a incerteza associada a cada estimativa 
experimental, no entanto, o desvio-padrão associado à estimativa das frequências, obtido a 
partir de um conjunto de ensaios experimentais, é disponibilizado pela maioria das 
metodologias de identificação modal correntemente utilizadas (Rodrigues, 2004). 
Outra alternativa para a determinação dos pesos passa pelo recurso a um processo iterativo 
idêntico ao proposto por Teughels (2003), em que os pesos são definidos com base nos valores 
dos resíduos decorrentes de uma primeira otimização. Assim, se os resíduos obtidos para as 
frequências forem inferiores aos resíduos dos modos de vibração, significa que o ajuste das 
frequências é melhor que o ajuste dos modos, pelo que deverá ser realizado um novo cálculo 
com pesos superiores para os resíduos dos modos. A atribuição de pesos superiores aos 
resíduos das frequências deverá ser a solução a adotar caso se verifique a situação contrária. 
O estabelecimento dos pesos retira algum automatismo ao método de calibração, pois exige 
alguma sensibilidade por parte do utilizador, no entanto, torna-o geralmente mais eficiente. 
B – Escalamento dos resíduos 
O escalamento dos resíduos da função objetivo consiste na atribuição de um fator de escala (si) 
a cada resíduo da função objetivo: 
( )∑
=
=
n
i
ii PrsPf
1
)(  (4.63) 
O escalamento dos resíduos é de especial importância nas situações em que os intervalos de 
variação dos resíduos são muito diferentes, como sucede com a utilização de resíduos baseados 
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em diferenças absolutas ou nos casos em que as respostas intervenientes assumem valores de 
ordem de grandeza distinta.  
Atenda-se, por exemplo, o caso de dois resíduos incluídos na mesma função objetivo, um 
baseado na diferença absoluta de rotações modais e outro baseado na diferença absoluta das 
frequências. Por inerência aos valores das grandezas medidas, o resíduo associado às 
frequências será com certeza superior ao resíduo referente às rotações. Outro exemplo, referido 
por Zabel et al. (2010), prende-se com a inclusão, na mesma função objetivo, dos resíduos das 
frequências e dos modos de vibração, com o resíduo associado ao deslocamento modal num 
ponto da estrutura com amplitudes reduzidas, neste caso um aparelho de apoio de uma ponte.  
Na maioria das situações os resíduos das frequências e dos modos de vibração apresentam uma 
variação limitada, normalmente ao intervalo entre 0 e 1, o que torna desnecessária a inclusão de 
fatores de escala na função objetivo. Nestas circunstâncias, a obtenção de resíduos 
desequilibrados após otimização pode indiciar a existência de erros numéricos, erros 
experimentais ou erros no processo de calibração. Zabel e Brehm (2009b) referem que em 
problemas estáveis a razão entre os resíduos das frequências e dos modos de vibração, ou vice-
versa, não deve exceder o valor de 3. 
Os fatores de escala são habitualmente definidos com base nos valores dos resíduos do modelo 
numérico inicial e são assumidos constantes ao longo da otimização (OptiSLang, 2008). 
Noutras situações, em particular quando os valores dos resíduos podem variar 
significativamente no decorrer da otimização, a estabilidade do problema pode depender da 
redefinição dos fatores de escala nas diferentes iterações. Nestes casos o fator de escala pode 
inclusive ser assumido como uma variável de otimização, aumentando consideravelmente a 
complexidade do problema.  
A definição dos fatores de escala dos vários resíduos pode ainda ser realizada através de uma 
análise de sensibilidade global. A análise dos valores de cada resíduo considerando a variação 
de todos os parâmetros do modelo numérico constitui um excelente indicador acerca dos 
valores que poderá tomar ao longo da otimização. 
4.6.2. Algoritmos de otimização 
Os algoritmos de otimização podem ser divididos em dois grandes grupos: os algoritmos de 
otimização local, que permitem a localização do mínimo local mais próximo do ponto de 
partida, e os algoritmos de otimização global, que são capazes de identificar os mínimos 
globais do problema (Magalhães, 2003; Teughels, 2003). 
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Os algoritmos de otimização local partem de um ponto inicial, definido pelo utilizador e, a 
partir deste, obtêm de forma iterativa outros pontos, com base em gradientes da função 
objetivo. Estes algoritmos não determinam o mínimo absoluto da função, mas sim o mínimo 
relativo mais próximo do ponto de partida. 
Os algoritmos de otimização global são mais robustos, pois a solução final não depende do 
ponto de partida, dado que, ao contrário dos algoritmos de otimização local, são capazes de no 
caminho para o mínimo global ultrapassar os mínimos locais (Magalhães, 2003). No entanto, 
estes algoritmos de otimização, pelo facto de se basearem numa procura estocástica, necessitam 
de avaliar a função objetivo num número elevado de pontos, tornando o processo de otimização 
mais demorado. Constituem exemplos deste tipo de algoritmos os algoritmos baseados em 
superfícies de resposta, os algoritmos evolutivos, dos quais faz parte o algoritmo genético, o 
método do arrefecimento simulado (‘simulated annealing’), os métodos baseados em redes 
neuronais, redes bayesianas, inteligência artificial, entre outros. 
4.6.2.1. Algoritmos baseados em gradientes 
Os algoritmos baseados em gradientes são os algoritmos mais referenciados e utilizados no 
âmbito da calibração de modelos numéricos. Neste âmbito destacam-se os trabalhos levados a 
cabo por Azevedo (1994), Brownjohn et al. (2001), Teughels (2003), Jaishi (2005), Merce et 
al.(2007), Wang et al. (2010), entre outros. 
Nestes algoritmos a resolução do problema de minimização da função objetivo (f(P)) é 
geralmente realizada de forma iterativa, através do Método de Newton. O sucesso desta 
metodologia depende em grande medida do ponto de partida estar suficientemente próximo do 
mínimo da função. 
A condição de mínimo local impõe que o gradiente da função objetivo seja nulo, ou seja: 
0)()( 1 =∆+∇=∇ − iii ff PPP  (4.64) 
em que Pi é o vetor que reúne os valores dos parâmetros numéricos na iteração i, e f∇ é o 
gradiente da função objetivo. Realizando o desenvolvimento da expressão anterior em série de 
Taylor e considerando apenas os dois primeiros termos resulta a denominada equação de 
Newton: 
1
1
2
1 )()( −−− ∇×−∇=∆ iii ff PPP  (4.65) 
onde iP∆  é o vetor que reúne as variações dos parâmetros numéricos que ocorrem na iteração i 
e f2∇ é a matriz Hessiana da função objetivo. As funções gradiente e a matriz Hessiana têm de 
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ser atualizadas a cada nova iteração. A partir do valor de iP∆ , calcula-se o valor de Pi da 
iteração seguinte: 
iii PPP ∆+= −1  (4.66) 
Existem inúmeras variantes do método de Newton, que diferem entre si no modo de resolver a 
Equação (4.65) e nas diferentes estratégias adotadas para garantir a convergência do processo 
iterativo.  
Gladwell (1992) propõe a introdução de um escalar (αi-1) que acelera a convergência para o 
mínimo da função objetivo, enquadrando esta alteração no denominado método de Newton 
amortecido: 
iiii PPP ∆+= −− 11 α  (4.67) 
Teughels (2003), Gladwell (1992) e outros autores propõem uma simplificação ao método de 
Newton com o objetivo de evitar o cálculo da matriz das segundas derivadas da função 
objetivo. Esta simplificação passa por realizar uma aproximação da matriz Hessiana com base 
em operações matemáticas com funções gradientes. Estas simplificações são designadas por 
aproximação de Gauss-Newton (Teughels et al., 2003), BFGS e DFP (Gladwell, 1992), etc., 
consoante o tipo de aproximação da matriz Hessiana. 
A inclusão de restrições igualdade e desigualdade podem também ser consideradas no processo 
de otimização, sendo que nestas situações são normalmente adotados métodos de programação 
quadrática sequencial ou métodos de transformação assentes, por exemplo, em funções de 
penalidade ou no método de Lagrange (Azevedo, 1994).  
As vantagens dos métodos baseados em gradientes relacionam-se com o bom desempenho em 
problemas com funções convexas e continuamente diferenciáveis e o tempo computacional 
reduzido. As desvantagens estão relacionadas com: i) limitação do número de parâmetros 
numéricos (< 5); b) possibilidade de serem detetados mínimos locais em vez dos mínimos 
globais; c) a solução ótima estar dependente do ponto de partida e d) não admitir parâmetros 
não diferenciáveis como nos casos de variáveis binárias e discretas. 
Teughels et al. (2003) propõem uma versão melhorada do método baseado em gradientes, 
denominado de método da minimização local acoplada (‘Coupled local minimizers’), tendo em 
vista garantir que a solução converge para o mínimo global da função objetivo e não fica 
aprisionada num mínimo local. Neste método, são adotados simultaneamente vários pontos de 
partida, a partir dos quais é realizada uma otimização local. Ao longo do processo iterativo da 
otimização local, os vários pontos de partida são forçados a convergir para o mesmo ponto que, 
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em princípio, será o mínimo global. Na Figura 4.14 ilustra-se o princípio de funcionamento do 
método da minimização local acoplada. 
  
Figura 4.14 – Método da minimização local acoplada (adaptado de Teughels et al. (2003)) 
4.6.2.2. Algoritmos baseados em superfícies de resposta 
A – Versão base 
O algoritmo baseado em superfícies de resposta baseia-se na construção de uma função de 
aproximação da função objetivo a partir de um conjunto de pontos de suporte. Os pontos de 
suporte são gerados uma única vez e distribuem-se por todo o espaço das variáveis. A 
otimização é realizada a partir da função de aproximação por aplicação de algoritmos baseados 
em gradientes ou algoritmos genéticos (Figura 4.15). 
 
 
Figura 4.15 – Algoritmo baseado em superfícies de resposta: superfície de aproximação quadrática 
O número e a distribuição dos pontos de suporte pelo espaço das variáveis é normalmente 
realizado através de uma técnica de amostragem sistemática. Nos pontos de suporte os valores 
da função de aproximação e os valores da função objetivo são iguais. O aumento do número de 
pontos de suporte melhora a precisão da aproximação. No entanto, em problemas com um 
elevado número de variáveis pode dificultar a deteção do mínimo global (Zabel and Brehm, 
2009b). 
A função de aproximação pode ser do tipo linear, quadrática, polinomial ou obtida por 
aplicação do método dos mínimos quadrados. As aproximações lineares requerem um menor 
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número de pontos de suporte, mas constituem geralmente aproximações mais fracas. As 
aproximações quadráticas são muito utilizadas porque originam superfícies suaves e por isso 
são adequadas à aplicação de algoritmos de otimização baseados em gradientes. As 
aproximações de grau superior conferem uma boa precisão local mas globalmente podem 
encaminhar a solução para mínimos locais (OptiSLang, 2008). 
Um aspeto essencial nesta metodologia tem a ver com a verificação da qualidade da 
aproximação. Essa verificação passa sempre pela comparação dos valores da função de 
aproximação com os valores da função objetivo real. Caso a diferença entre os valores 
estimado e real seja significativa, a superfície de aproximação é redefinida, por exemplo, com 
base na geração de um maior número de pontos de suporte ou através da limitação do espaço 
das variáveis, e todo o processo de otimização tem de ser repetido. 
As vantagens deste método estão relacionadas com a rápida convergência, a utilização de 
funções de aproximação simples, tais como as funções lineares ou quadráticas, e o tempo 
computacional competitivo. Por outro lado, nesta metodologia o número de variáveis deve ser 
inferior a 10 e em problemas complexos pode requerer um elevado número de pontos de 
suporte (Zabel and Brehm, 2009b).     
B – Versão adaptativa 
A versão adaptativa do método baseado em superfícies de resposta envolve a adaptação 
automática do espaço das variáveis ao longo da otimização, ou seja, à medida que o algoritmo 
se encaminha para a solução ótima o espaço das variáveis é modificado. Esta adaptação permite 
aumentar a precisão do método em relação à versão base, no entanto, envolve, a cada nova 
iteração, a geração de novos pontos de suporte e de novas funções de aproximação. 
O espaço das variáveis de cada nova iteração é obtido a partir da translação, da contração ou da 
translação associada a uma contração, do espaço das variáveis da iteração anterior. Assim, os 
limites do espaço das variáveis de cada nova iteração dependem da localização do ponto ótimo 
e dos limites do espaço das variáveis da iteração anterior. Os detalhes da implementação 
computacional da versão adaptativa do algoritmo baseado em superfícies de resposta podem ser 
encontrados em Abspoel et al. (1996) e OptiSLang (2008).  
Na Figura 4.16, a título de exemplo, ilustram-se as superfícies de resposta aproximada, relativa 
à última iteração, e a superfície de resposta real de um problema com dois parâmetros de 
calibração. As superfícies são praticamente coincidentes nas proximidades do mínimo global, 
no entanto, fora dessa zona apresentam diferenças significativas. 
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Figura 4.16 – Algoritmo adaptativo baseado em superfícies de resposta: superfície de resposta 
aproximada para a última iteração (a cor cinzenta) e superfície de resposta real (a cor verde) 
4.6.2.3. Algoritmos evolutivos 
Os algoritmos evolutivos são metodologias de otimização estocásticas que simulam a evolução 
natural das espécies e os seus processos de adaptação, seleção e variação. Estes algoritmos 
seguem o princípio da sobrevivência dos mais adaptados (‘survival of the fittest’) e baseiam-se 
numa população de indivíduos que procura todo o espaço das variáveis em busca da solução 
que mais se aproxima da solução ótima. 
 
 
 
 
a) b) 
Figura 4.17 – Algoritmos evolutivos: a) algoritmo genético; b) estratégias evolutivas (adaptado de 
OptiSLang (2008)) 
Podem distinguir-se dois tipos de algoritmos evolutivos: os algoritmos genéticos, originalmente 
desenvolvidos por Holland (1975), e as estratégias evolutivas desenvolvidas por 
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Schwefel (1981). Estes dois algoritmos diferem essencialmente no modo como a variabilidade 
é introduzida na população de indivíduos. Os algoritmos genéticos baseiam-se no cruzamento 
dos genes dos indivíduos reprodutores e pontualmente na mutação dos seus genes            
(Figura 4.17 a)). As estratégias evolutivas assentam unicamente na mutação dos genes dos 
indivíduos da população (Figura 4.17 b)). Na secção 4.7 serão abordados os detalhes do 
funcionamento dos algoritmos genéticos. 
As principais vantagens dos algoritmos evolutivos estão relacionadas com: i) o número de 
variáveis aleatórias pode ser elevado (> 10); ii) inclusão de um número elevado de restrições; 
iii) o número de variáveis aleatórias do problema pode ser superior ao número de respostas do 
problema, sem a ocorrência de erros numéricos; iv) admitirem tentativas falhadas, ou seja, se 
não existir uma solução do problema para um conjunto de variáveis aleatórias o algoritmo não 
é interrompido e prossegue a busca da solução ótima; v) admitirem variáveis para as quais não 
é possível calcular os gradientes, como, por exemplo, variáveis binárias e discretas; 
vi) facilidade de paralelização do cálculo e vii) possibilidade de deteção do mínimo global. 
A principal desvantagem está relacionada com o elevado tempo computacional para a 
generalidade dos problemas. Em algumas situações, nomeadamente quando a escolha dos 
parâmetros do algoritmo é desadequada, podem convergir para mínimos locais. 
4.7. ALGORITMOS GENÉTICOS 
4.7.1. Considerações gerais 
Os algoritmos genéticos têm vindo a ser desenvolvidos e aplicados com sucesso em diversas 
áreas da engenharia de estruturas, nomeadamente, na calibração experimental de modelos 
numéricos (Levin and Lieven, 1998; Tu and Lu, 2008), na otimização estrutural (Wang and 
Tai, 2005), na identificação de parâmetros modais (Dunn, 1998), na deteção de danos (Chou 
and Ghaboussi, 2001; Mares and Surace, 1996; Meruane and Heylen, 2011; Na et al., 2011) e 
ainda no posicionamento ótimo de sensores em ensaios dinâmicos (Brehm, 2011; Liu et al., 
2008). Na calibração experimental de modelos numéricos de sistemas ferroviários, em 
particular de pontes e de veículos ferroviários, os algoritmos genéticos são pouco reportados na 
bibliografia, no entanto, destacam-se os trabalhos levados a cabo por Cantieni et al. (2008b), 
Xiankun et al. (2009) e Zabel e Brehm (2009b). 
Os algoritmos genéticos são inspirados na Biologia, mais concretamente na Teoria de Darwin 
relativa à evolução natural das espécies (Marwala, 2010; OptiSLang, 2008; Yu and Gen, 2010). 
Na evolução natural, os indivíduos de uma população competem entre si para sobreviverem e 
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se reproduzirem, sendo que sobrevivem os indivíduos cujo código genético lhes confere 
características que os colocam em vantagem em relação aos restantes (Teughels, 2003). O 
código genético dos indivíduos sobreviventes tem uma maior probabilidade de ser disseminado 
pela população e de perdurar ao longo das gerações, garantindo uma melhor adaptação dos 
indivíduos das gerações futuras ao meio ambiente (Gladwell, 1992). 
4.7.2. Metodologia 
A aplicação dos algoritmos genéticos a problemas de otimização pode ser realizada com base 
na metodologia apresentada no fluxograma da Figura 4.18. 
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Figura 4.18 – Fluxograma de um algoritmo genético 
A inicialização consiste na geração aleatória de µ indivíduos que constituem o lote de 
selecionáveis para formar a população inicial. Cada indivíduo (Ii) é uma solução do problema 
de otimização, ou seja, é um vetor constituído por n genes em correspondência com os n 
parâmetros numéricos (Pi): 
{ }ni PPPI ,...,, 21=  (4.68) 
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Os genes de cada indivíduo podem ser representados através de variáveis binárias, variáveis 
discretas, variáveis contínuas ou a partir da junção de variáveis de diferentes tipos.  
A avaliação de cada indivíduo é baseada no valor da função de aptidão (‘fitness’) que está 
relacionada com o valor da função objetivo do problema. Um valor da função de aptidão 
elevado significa uma boa adaptação ao problema e um valor da função objetivo reduzido. Para 
ter em conta as restrições do problema, a função objetivo é penalizada quando alguma restrição 
não é verificada, pelo que os indivíduos inviáveis (soluções não admissíveis) têm pequena 
probabilidade de sobrevivência (Estevão and Jesus, 2004). 
Do grupo de µ indivíduos gerados são selecionados os µ  indivíduos ( µ  ≤ µ) que apresentam 
os maiores valores da função de aptidão, tendo em vista a constituição de uma população inicial 
que é a população da geração 1 (k = 1). Estudos empíricos revelaram que o tamanho da 
população inicial deverá estar compreendido entre 30 e 100 indivíduos (Correia, 2003). O 
tamanho da população é importante no algoritmo genético porque com uma população pequena 
corre-se o risco de não cobrir convenientemente todo o espaço das variáveis, enquanto uma 
população numerosa pode conduzir a um elevado custo computacional. 
A população da geração 1 é a base de um processo iterativo que tem como propósito a 
minimização da função objetivo do problema. 
A partir da população da geração 1, o algoritmo permite a geração de uma nova população de 
indivíduos, correspondentes à geração seguinte, com base em quatro operadores básicos: a 
seleção, a reprodução, a mutação e a substituição. 
A operação de seleção é baseada na aplicação de um dos operadores de seleção estocásticos 
que são descritos em 4.7.3.1. Esta operação visa selecionar λ indivíduos (λ ≤µ ) que serão 
utilizados como reprodutores na fase subsequente da reprodução. A pressão seletiva constitui o 
parâmetro chave nesta operação tendo em vista a seleção dos melhores indivíduos. Este 
parâmetro é definido como a razão entre a probabilidade de seleção do melhor indivíduo da 
população e a probabilidade média de seleção de todos os indivíduos. As operações de 
reprodução e de mutação são as principais responsáveis pela variedade genética dos indivíduos 
das gerações futuras. Algumas das metodologias utilizadas na reprodução e na mutação são 
abordadas em 4.7.3.2 e 4.7.3.3, respetivamente.  
Os indivíduos que constituem a população da geração k+1 resultam da junção de alguns dos 
indivíduos descendentes da geração k, com indivíduos pertencentes a uma bolsa que reúne os 
melhores elementos das gerações anteriores. O número de descendentes e número de 
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indivíduos pertencentes à bolsa que integram a nova geração está dependente da estratégia de 
substituição adotada (ver secção 4.7.3.4). 
O procedimento atrás descrito é repetido iterativamente até ser atingido o número limite de 
gerações (lim). 
4.7.3. Operadores genéticos 
Os operadores genéticos transformam a população ao longo das sucessivas gerações, sendo 
essenciais para que a população se diversifique e mantenha as características de adaptação 
propagadas pelas gerações anteriores (Correia, 2003). Em seguida, são apresentados os 
principais operadores genéticos, em particular a seleção, a reprodução, a mutação e a 
substituição. 
4.7.3.1. Seleção 
A seleção dos reprodutores pode ser realizada por intermédio de metodologias baseadas em 
ordenação ou de metodologias estocásticas. As metodologias baseadas em ordenação podem 
também ser utilizadas para a avaliação dos indivíduos. 
As metodologias baseadas em ordenação incluem a ordenação linear (ranl) e a ordenação 
exponencial (rane). Na ordenação linear os valores da função de aptidão são lineares, ou seja, 
no caso de uma população constituída por n indivíduos, ao melhor indivíduo é atribuído o 
número de ordem n enquanto ao pior indivíduo é atribuído o número de ordem 1. Este método 
tem como principal vantagem atenuar as diferenças entre os valores da função objetivo dos 
diferentes indivíduos. A ordenação exponencial permite reduzir a influência dos melhores 
indivíduos da população, sendo que os valores da função de aptidão são obtidos a partir da 
expressão: 
1+= le ranran  (4.69) 
As metodologias estocásticas compreendem o método da roleta russa, o método de amostragem 
universal e o método do torneio. 
No método da roleta russa a probabilidade de um indivíduo ser selecionado é proporcional ao 
valor da sua aptidão, neste caso fornecida pelo número de ordem. Os n indivíduos são 
agrupados em porções distintas de uma roleta russa virtual, em que a área (Ai) de cada porção 
da roleta é dada por: 
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A roleta russa é jogada λ vezes em correspondência com os λ indivíduos selecionados para 
reprodutores. Neste método é admissível que o mesmo indivíduo possa ser selecionado mais do 
que uma ocasião para reprodutor. 
Na Figura 4.19 a) apresenta-se, a título de exemplo, a roleta russa virtual relativa a uma 
população constituída por 5 indivíduos. Neste caso particular o indivíduo 4 é o que possui o 
maior número de ordem, apresentando por isso uma maior probabilidade de ser selecionado 
para reprodutor.  
2
3
4
5 1
 
2
3
4
5 1
 
a) b) 
Figura 4.19 – Método de seleção estocástico: a) roleta russa; b) amostragem universal  
No método da amostragem universal a roleta virtual é definida de modo idêntico ao método da 
roleta russa mas com a inclusão de marcadores igualmente espaçados. A roleta só pode ser 
jogada uma única vez, o que torna esta técnica mais adequada a estratégias evolutivas onde a 
seleção é restringida a um único indivíduo. Na Figura 4.19 b) apresenta-se a roleta russa virtual 
com a inclusão dos marcadores igualmente espaçados. 
A seleção por torneio consiste na realização de torneios entre um conjunto de indivíduos pré-
selecionados. O número de indivíduos que participam nos torneios é escolhido aleatoriamente 
entre 2 e o número total de indivíduos da população. De cada torneio sai um vencedor, 
correspondente ao indivíduo com o maior valor da função de aptidão, que é o selecionado para 
reprodutor. O torneio é repetido o número de vezes necessário de modo a serem selecionados o 
número previsto de reprodutores. O aumento do número de participantes no torneio faz 
aumentar a pressão seletiva e deste modo aumentar a probabilidade de escolher os melhores 
indivíduos.  
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4.7.3.2. Reprodução 
A reprodução consiste no cruzamento do conteúdo genético de dois reprodutores resultando a 
geração de dois novos indivíduos, designados descendentes. Esta operação permite propagar as 
características dos indivíduos considerados mais aptos ao mesmo tempo que assegura a 
diversidade da população. A reprodução é normalmente realizada através de cruzamentos 
discretos ou cruzamentos agregados. 
Nos cruzamentos discretos ocorre a troca de genes entre os reprodutores com base num 
esquema de cruzamento predefinido. São exemplos deste tipo de abordagem o cruzamento num 
ponto ou em múltiplos pontos e o cruzamento uniforme.  
No cruzamento num ponto ou em múltiplos pontos os genes dos reprodutores são seccionados 
em n segmentos (n ≥ 2), através da definição de n-1 pontos de cruzamento gerados de forma 
aleatória, e trocam-se os segmentos entre os dois indivíduos, gerando os dois descendentes. 
Na Figura 4.20 a) apresenta-se um esquema ilustrativo do cruzamento com base em 3 pontos de 
cruzamento. Assumindo os reprodutores (R1 e R2) definidos por: 
{ }1111 ,..., nPPR =  (4.71) 
{ }2212 ,..., nPPR =  (4.72) 
e considerando três pontos de cruzamento nas posições i, j e k (i < j < k), os descendentes, D1 e 
D2, são dados por: 
{ }22 111 12211111 ,...,,,...,,,...,,,..., nkkjjii PPPPPPPPD +++=  (4.73) 
{ }11 122 11112212 ,...,,,...,,,...,,,..., nkkjjii PPPPPPPPD +++=  (4.74) 
No cruzamento uniforme cada gene dos reprodutores está associado um número aleatório a ∈  
[0,1], denominado máscara de cruzamento (MC) (Correia, 2003). A troca do conteúdo genético 
entre os reprodutores ocorre para os genes em que a sua máscara de cruzamento seja inferior a 
uma probabilidade predefinida designada por taxa de cruzamento λ ∈  [0,1]. Na Figura 4.20 b) 
apresenta-se um esquema ilustrativo do cruzamento uniforme no qual ocorreram 9 trocas de 
genes entre os reprodutores. 
Nos cruzamentos agregados os descendentes resultam da combinação entre os genes dos 
reprodutores. Um exemplo desta abordagem é o cruzamento aritmético que é baseado na 
definição da taxa de cruzamento λ Є [0,1] definida pelo utilizador. Neste cruzamento cada gene 
i do descendente D1, designado por ci1, e do descendente D2, designado por ci2, são definidos do 
seguinte modo: 
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211 )1( iii ppc λλ +−=  (4.75) 
212 )1( iii ppc λλ −+=  (4.76) 
Este tipo de cruzamento é determinístico e não envolve o recurso a parâmetros aleatórios. Na 
Figura 4.20 c) apresenta-se um esquema ilustrativo de um cruzamento aritmético obtido com 
base numa taxa de cruzamento igual a 0,25. 
  
 
a) 
 
b) 
 
c) 
Figura 4.20 – Reprodução: a) cruzamento em vários pontos; b) cruzamento uniforme; c) cruzamento 
aritmético  
4.7.3.3. Mutação 
A mutação consiste numa variação aleatória dos genes dos descendentes. Este operador previne 
a estagnação da população na fase inicial da sua evolução e, depois, nas últimas fases da 
evolução possibilita o refinamento da solução (Marwala, 2010).  
A mutação é aplicada a seguir ou simultaneamente com o operador da reprodução. Cada gene ci 
é selecionado para mutação mediante uma probabilidade predefinida designada de taxa de 
mutação (TM). A mutação de cada gene segue geralmente uma função densidade de 
probabilidade normal com um valor médio igual ao valor do gene (ci) e um desvio-padrão (σ) 
igual para todos os genes. Geralmente, o valor do desvio-padrão mantém-se constante ao longo 
das gerações, no entanto, alguns autores defendem que se obtêm melhores resultados reduzindo 
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o valor do desvio-padrão à medida que se avança no número de gerações. OptiSlang (2008) 
propõe uma variação linear do desvio-padrão entre 0,10 e 0,01, com os valores extremos em 
correspondência com a primeira e última gerações, respetivamente. Este critério garante uma 
maior variabilidade dos genes dos indivíduos nas primeiras gerações, e com a aproximação ao 
valor ótimo limita a variabilidade dos genes com boas características. O valor do gene após 
mutação ( ic′ ) é dado por: 
),0( σΝ+=′ ii cc    (4.77) 
com  i ∈  [1,n] em que n é o número de parâmetros de calibração do modelo numérico. O valor 
recomendado para a taxa de mutação é dado por (Gladwell, 1992; OptiSLang, 2008): 
n
TM 1=  (4.78) 
4.7.3.4. Substituição 
A operação de substituição consiste na substituição dos descendentes da geração atual por 
indivíduos pertencentes a uma bolsa de indivíduos. Da avaliação conjunta destes dois grupos de 
indivíduos são selecionados os melhores µ  indivíduos que constituem a população da geração 
futura. Assim, existem essencialmente dois esquemas de substituição: 
1 – Substituição total, em que a geração futura é formada exclusivamente por indivíduos 
pertencentes à bolsa de indivíduos; 
2 – Substituição parcial, em que a geração futura é formada pelos descendentes da 
geração anterior e por indivíduos pertencentes à bolsa de indivíduos. 
Para além dos esquemas atrás descritos, existe a possibilidade de manter na geração futura os 
indivíduos considerados mais aptos das gerações anteriores, denominados de elites. As elites 
transitam intactas para a geração seguinte, mesmo nas situações em que todos os descendentes 
tenham valores mais elevados da função de aptidão. A definição de elites permite salvaguardar 
os indivíduos mais aptos de cada geração e evitar que possam ser perdidos pelo facto de não 
terem sido selecionados para reprodução, ou mesmo destruídos nas operações de reprodução ou 
mutação. Regra geral, a elite tem um tamanho reduzido, na ordem de 1 ou 2 indivíduos 
(Correia, 2003).  
4.7.4. Restrições 
A maioria dos problemas de otimização inclui restrições do tipo igualdade e desigualdade. 
Nestes problemas de otimização é necessário garantir que os indivíduos que violam as 
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restrições ficam excluídos do lote de selecionáveis para integrar as gerações futuras. Nesse 
sentido, e em particular na fase de seleção, é geralmente utilizada uma estratégia que recorre à 
penalização aos indivíduos que não cumprem as restrições do problema. Para esses indivíduos 
o valor da função de aptidão é agravado, o que no caso de uma metodologia baseada em 
ordenação, se traduz num número de ordem baixo. Assim, o valor da função de aptidão do 
indivíduo resulta da soma do valor da função objetivo com o valor de uma função de 
penalidade definida pelo utilizador.  
4.7.5. Estratégias 
Os algoritmos genéticos são algoritmos estocásticos e por isso podem conduzir a soluções 
ótimas que apresentam alguma variabilidade. A escolha adequada dos parâmetros do algoritmo, 
em particular dos parâmetros dos operadores genéticos, tais como a taxa de cruzamento, a taxa 
de mutação e a dimensão da população, são fundamentais para a estabilidade da solução ótima. 
Uma regra de boa prática tendo em vista o melhor conhecimento da convergência para a 
solução ótima consiste na realização de uma análise de sensibilidade prévia em relação a alguns 
dos parâmetros do algoritmo. 
OptiSlang (2008) identifica duas estratégias para a obtenção da solução ótima: uma estratégia 
de busca global e uma estratégia de busca local.  
A estratégia de busca global é caracterizada por uma busca generalizada a todo o espaço das 
variáveis tendo em vista a obtenção da primeira aproximação da solução ótima. Esta estratégia 
baseia a sua capacidade de busca nos operadores de reprodução e mutação, adotando valores 
elevados para as taxas de cruzamento e mutação. É também escolhido um elevado número de 
gerações e a operação de substituição é baseada numa bolsa de indivíduos que inclui um grande 
número de gerações passadas. Esta estratégia é exigente do ponto de vista computacional, no 
entanto, é a estratégia recomendada para a primeira exploração do espaço das variáveis ou 
quando não existe muita informação acerca da localização da solução ótima. 
A estratégia de busca local está direcionada para o refinamento de uma solução pré-existente 
próxima da solução ótima. Esta solução pode ser o resultado de uma estratégia de busca global 
ou uma solução proposta pelo utilizador. A estratégia é baseada unicamente no operador de 
mutação, a população inicial é reduzida, normalmente formada por um a três indivíduos, e é 
adotado um número de gerações reduzido. Esta estratégia permite, na maioria das situações, a 
obtenção do mínimo global do problema. 
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A conjugação das estratégias de busca global e local constitui, para a maioria dos problemas, 
uma forma eficiente de atingir o mínimo global, no entanto, está geralmente associada a 
elevados tempos computacionais. 
Na Figura 4.21 apresenta-se um gráfico ilustrativo da evolução da função objetivo de um 
problema em função do número de indivíduos da população. Em muitos problemas de 
otimização, estes gráficos tendem a apresentar uma tendência de decaimento exponencial numa 
fase inicial, seguida de um decaimento linear, até que a função mostra uma tendência de 
estabilização. O indivíduo identificado a cor vermelha é o que apresenta o valor mínimo da 
função objetivo. 
 
Figura 4.21 – Evolução da função objetivo de um problema de otimização em função do número de 
indivíduos (OptiSLang, 2008) 
4.8. IMPLEMENTAÇÃO COMPUTACIONAL DO MÉTODO ITERATIVO 
A implementação computacional do método iterativo envolveu o recurso a três programas 
comerciais: ANSYS (2007), Matlab (2011) e OptiSlang (2008). Na Figura 4.22 apresenta-se o 
fluxograma que ilustra o método iterativo de calibração dos modelos numéricos baseado num 
algoritmo genético, com a indicação dos programas intervenientes nas diferentes fases.  
No programa ANSYS é desenvolvido o modelo numérico de elementos finitos tendo como 
base diversos conjuntos de valores dos parâmetros P1, P2, ..., Pind, em que ind é o número de 
indivíduos de cada geração, sendo extraídas as respetivas matrizes de massa, rigidez e 
eventualmente amortecimento. A exportação das matrizes é realizada em ficheiros de texto no 
formato Harwell-Boeing, adequado ao armazenamento de matrizes esparsas. Os conjuntos de 
valores dos parâmetros da geração 1 são gerados aleatoriamente no programa OptiSlang por 
aplicação do método do Hipercubo Latino. 
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No programa Matlab é resolvido o problema de valores e vetores próprios tendo em vista o 
cálculo das frequências e dos modos de vibração numéricos. Este programa demonstrou ser 
mais eficiente do que o programa ANSYS na resolução do problema modal, para além da 
construção dos vetores modais no programa ANSYS e a sua posterior exportação, ser mais 
demorada o que poderia comprometer a eficiência de todo o processo iterativo. A partir da 
informação modal numérica e experimental é realizado o emparelhamento dos modos de 
vibração com base no critério baseado na energia de deformação modal e no parâmetro EMAC. 
Os valores das frequências de vibração e os respetivos valores de MAC são exportados em 
formato de texto. 
Por último, o programa OptiSlang a partir da função objetivo, e com base na aplicação de uma 
técnica de otimização baseada num algoritmo genético, estima novos conjuntos de parâmetros 
tendo em vista a minimização do resíduo da função objetivo. Este procedimento é repetido 
iterativamente até ser atingido o número limite de gerações. 
A implementação computacional pode ser facilmente adaptável de modo a possibilitar a 
aplicação de outro tipo de técnicas de otimização, nomeadamente os algoritmos baseados em 
gradientes e em superfícies de resposta. 
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Figura 4.22 – Método iterativo baseado em algoritmos de otimização 
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4.9. EXEMPLO DE APLICAÇÃO 
Nesta secção é realizada a calibração do modelo numérico de uma ponte ferroviária por 
aplicação de diferentes algoritmos de otimização, nomeadamente os algoritmos baseados em 
gradientes, em superfícies de resposta e os algoritmos genéticos. A aplicação destes algoritmos 
é baseada em três cenários que diferem no número de parâmetros de calibração considerados. 
Para o algoritmo genético é ainda avaliada a influência de alguns dos parâmetros dos 
operadores genéticos na solução do problema de otimização. 
A ponte ferroviária analisada é constituída por um tramo simplesmente apoiado com vão igual 
a 15 m. O tabuleiro, que serve de suporte apenas a uma via de circulação, é constituído por uma 
laje de betão com altura e largura constantes (ERRI D214/RP9, 2001). 
4.9.1. Modelo numérico 
O modelo numérico de elementos finitos da ponte foi desenvolvido no programa ANSYS e 
inclui a modelação do tabuleiro, dos aparelhos de apoio, da via e da ligação via-tabuleiro 
(Figura 4.23). 
 
Figura 4.23 – Modelo numérico da ponte com inclusão da via 
O tabuleiro foi modelado através de elementos finitos de viga 2D com 0,50 m de comprimento, 
e os apoios foram modelados por intermédio de elementos de mola. Foi ainda modelada uma 
extensão de via correspondente ao comprimento do tabuleiro e cerca de 10 m para cada lado 
dos encontros de modo a simular a via sobre os aterros adjacentes. A via foi modelada por 
intermédio de elementos de viga 2D dispostos ao nível do centro de gravidade dos carris, 
discretizados a cada 0,50 m. A ligação via-tabuleiro foi modelada através de elementos de mola 
a simularem a rigidez longitudinal da camada de balastro. 
No Quadro 4.2 são descritos os principais parâmetros geométricos e mecânicos do modelo 
numérico da ponte, incluindo a designação, o valor adotado e a respetiva unidade. 
Adicionalmente são também indicadas as características da distribuição estatística de alguns 
dos parâmetros que serão utilizadas mais adiante na fase da calibração do modelo. 
Metodologias de calibração experimental de modelos numéricos de elementos finitos 
4.51 
Quadro 4.2 – Caracterização dos parâmetros do modelo numérico da ponte 
Distribuição estatística 
Parâmetro Designação 
Tipo 
Valor 
médio/ 
desvio-
padrão 
Limites 
(inferior/ 
superior) 
Valor 
adotado Unidade 
L Vão do tabuleiro - - / - - / - 15 m 
B Largura da secção transversal - - / - - / - 5 m 
H Altura da secção transversal uniforme 0,75 / 0,14 0,5 / 1,5 0,85 m 
m Massa do tabuleiro uniforme 17500 / 4330 
10000 / 
25000 18700 kg/m 
E Módulo de deformabilidade do betão - - / - - / - 30 GPa 
Kv Rigidez vertical dos apoios uniforme 8 / 4,04 1 / 15 4 ×109 N/m 
Kh 
Rigidez longitudinal da ligação via-
tabuleiro uniforme 32,5 / 15,9 5 / 60 30 ×10
6
 N/m 
D Distância entre o centro de gravidade do tabuleiro e do carril uniforme - / - - / - 1,075 m 
Os valores adotados para os parâmetros L, B, H, m e E foram retirados ou adaptados do 
relatório final da comissão de especialistas D214 do ERRI (ERRI D214/RP9, 2001). A rigidez 
longitudinal da ligação via-tabuleiro foi traduzida, simplificadamente, por uma relação linear, 
de acordo com as indicações da norma UIC 774-3 (2001) para o caso de vias balastradas. A 
distância D foi calculada considerando uma altura da camada de balastro igual a 0,35 m e a 
distância da base da travessa ao eixo neutro do carril igual a 0,30 m. 
4.9.2. Cenários de calibração  
No Quadro 4.3 são apresentados os três cenários de calibração do modelo numérico da ponte, 
designados por C1, C2 e C3. Para cada cenário são indicados os parâmetros de calibração, as 
respostas e a função objetivo. 
Os cenários diferem no número de parâmetros de calibração considerados, iguais a 2, 3 ou 4, 
para os cenários C1, C2 e C3, respetivamente. Os parâmetros de calibração foram selecionados 
de modo a evitar a ocorrência de soluções múltiplas do problema de otimização, como 
sucederia, por exemplo, com a inclusão simultânea dos parâmetros B e H. Os restantes 
parâmetros numéricos, não considerados como parâmetros de calibração, são determinísticos e 
com os valores adotados indicados no Quadro 4.2.  
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Quadro 4.3 – Cenários de calibração do modelo numérico da ponte 
Cenário Parâmetros Respostas Função objetivo 
C1 H, m 
C2 H, m, Kv 
C3 H, m, Kv , Kh 
f1V  
f2V  
f3V  
 
φ1V 
φ2V 
φ3V 
 
δLM71 
+
−
= ∑
=
3
1i i
num
ii
f
ff
af +−∑
=
3
1i
num
iib φφ  
71
7171
LM
num
LMLMc δ
δδ −
 
As respostas incluem as frequências naturais (f1V, f2V e f3V) e as configurações modais (φ1V, φ2V e 
φ3V) dos três primeiros modos de vibração vertical e, ainda, o deslocamento vertical a meio vão 
do tabuleiro (δLM71) para a atuação do modelo de cargas LM71 (EN 1991-2, 2003). 
A função objetivo é definida com base nas diferenças entre as respostas numéricas e as 
respostas teóricas, e inclui os resíduos das frequências de vibração, das configurações modais e 
do deslocamento a meio vão devido à atuação do modelo de cargas LM71. Os fatores de 
pesagem a e c foram tomados iguais a 1,0, e o fator de pesagem b foi tomado igual a 100, de 
modo a equilibrar os valores dos resíduos de cada termo da função objetivo ao longo da 
otimização. 
As respostas teóricas constituem as respostas de referência a serem atingidas e foram obtidas a 
partir de uma análise modal, no caso das frequências e configurações modais, ou a partir de 
uma análise estática, no caso do deslocamento vertical do tabuleiro, considerando os valores 
adotados dos parâmetros numéricos indicados no Quadro 4.2. Os valores das respostas teóricas 
são iguais a 4,47 Hz, 17,80 Hz e 39,79 Hz, para as frequências dos três primeiros modos de 
vibração, e 10,89 mm, para o deslocamento vertical a meio vão do tabuleiro. Na Figura 4.24 
apresentam-se as configurações deformadas dos três primeiros modos de vibração da ponte. 
 
 
 
Figura 4.24 – Configurações deformadas dos três primeiros modos de vibração da ponte  
Modo 1 
Modo 2 
Modo 3 
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4.9.3. Análise de sensibilidade 
Na Figura 4.25 são apresentados os resultados da análise de sensibilidade global através de uma 
matriz de coeficientes de correlação de Spearman. Nas configurações modais cada posição da 
matriz corresponde a um nó da malha de elementos finitos, sendo que nas extremidades da 
matriz são apresentados os valores das ordenadas nos apoios, e na zona central as ordenadas na 
vizinhança do meio vão da ponte. 
A matriz de correlação mostra que todos os parâmetros de calibração são sensíveis a pelo 
menos uma das respostas. Os parâmetros com maiores valores dos coeficientes de correlação 
são a altura e a massa do tabuleiro, enquanto os parâmetros com menores valores dos 
coeficientes de correlação são a rigidez vertical dos apoios e a rigidez longitudinal da ligação 
via-tabuleiro. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 4.25 – Coeficientes de correlação de Spearman entre os parâmetros e as respostas do modelo 
numérico da ponte 
A altura do tabuleiro apresenta coeficientes de correlação superiores a 0,90 em relação aos 
valores das frequências naturais e ao deslocamento vertical do tabuleiro. Este parâmetro 
influencia também a configuração do 3º modo de vibração, especialmente nas secções com 
maiores ordenadas modais. A massa do tabuleiro apresenta igualmente coeficientes de 
correlação elevados, superiores a 0,95, em relação à configuração do 1º modo de vibração e nas 
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secções próximas do meio vão do tabuleiro. A rigidez vertical dos apoios apresenta valores dos 
coeficientes de correlação próximos de 0,40 em relação à configuração do 3º modo de vibração. 
É curioso notar que a configuração do 1º modo de vibração é também sensível a variações da 
rigidez dos apoios nas secções na proximidade do apoio. A rigidez da ligação via-tabuleiro 
apresenta coeficientes de correlação significativos com a configuração do 2º modo de vibração. 
4.9.4. Influência do tipo de algoritmo de otimização 
No Quadro 4.4 apresentam-se os valores ótimos dos parâmetros de calibração para os cenários 
C1, C2 e C3 obtidos por aplicação de algoritmos de otimização baseados em gradientes, em 
superfícies de resposta e num algoritmo genético. 
Quadro 4.4 – Valores dos parâmetros numéricos para os cenários de calibração C1, C2 e C3 com base 
nas técnicas de otimização baseadas em gradientes, em superfícies de resposta e algoritmo genético 
Cenário e parâmetros numéricos 
C1 C2 C3 
Técnica de 
otimização 
H 
[m] 
m 
[kg/m] 
H 
[m] 
m 
[kg/m] 
Kv 
[×109 N/m] 
H 
[m] 
m 
[kg/m] 
Kv 
[×109 N/m] 
Kh 
[×106 N/m] 
G1 0,850 18700 0,850 18705 3,9941 0,846 18706 3,9206 35,63 
G2 0,850 18700 0,850 18695 4,0036 0,847 18667 4,0565 33,63 Gradientes 
G3 0,850 18700 0,850 18702 3,9864 0,845 18716 3,9252 38,07 
SR1 0,850 18700 0,850 18700 4,0000 0,845 18708 3,8972 37,76 
SR2 0,850 18700 0,850 18700 4,0000 0,852 18697 4,0353 27,46 
Superfícies 
de resposta 
SR3 0,850 18700 0,850 18700 4,0000 0,850 18700 4,0001 29,99 
GA1 0,850 18702 0,850 18708 4,0819 0,850 18693 3,9461 30,49 
GA2 0,850 18714 0,850 18708 4,0333 0,850 18717 3,9725 29,76 
Algoritmo 
genético 
GA3 0,851 18703 0,850 18708 4,0024 0,850 18710 3,9882 29,92 
O algoritmo de gradientes é baseado numa programação quadrática sequencial que utiliza o 
método das diferenças finitas com base em diferenças centrais. Foram considerados três casos 
de otimização (G1, G2 e G3), baseados em diferentes valores iniciais dos parâmetros de 
calibração. 
No algoritmo baseado em superfícies de resposta foi aplicado um método adaptativo que utiliza 
funções de aproximação quadráticas com os pontos de suporte a serem gerados por uma técnica 
sistemática. A estratégia de busca do valor ótimo é mais uma vez baseada na programação 
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quadrática sequencial. Foram também considerados três casos de otimização (SR1, SR2 e SR3) 
com diferentes valores iniciais dos parâmetros de calibração. 
O algoritmo genético baseou-se numa população inicial constituída por 30 indivíduos e 
considerou 100 gerações, num total de 3000 indivíduos. A população inicial foi gerada 
aleatoriamente através do método do Hipercubo Latino. Neste algoritmo foram definidos um 
número de elites igual a 1 e um número de indivíduos de substituição também igual a 1. A taxa 
de cruzamento foi considerada igual a 50 % e a taxa de mutação foi definida igual a 10 % com 
um desvio-padrão variável ao longo da otimização, com valores entre 0,10 e 0,01. Foram 
considerados três casos de otimização (GA1, GA2 e GA3), baseados em diferentes populações 
iniciais. 
Na Figura 4.26 apresentam-se os erros dos parâmetros de calibração, em relação aos valores 
teóricos, para os cenários C1, C2 e C3 e obtidos com base em técnicas de otimização baseadas 
em gradientes, em superfícies de resposta e no algoritmo genético. A escala de cores utilizada 
não é linear de modo a permitir uma leitura fácil e simultânea de erros com valores reduzidos, 
muito próximos de zero, e com valores elevados, situados no intervalo entre 25 % e 30 %. 
 
Figura 4.26 – Erros dos parâmetros de calibração em relação aos valores teóricos para os cenários C1, 
C2 e C3 e com base em técnicas de otimização baseadas em gradientes, superfícies de resposta e no 
algoritmo genético 
A análise conjunta do Quadro 4.4 e da Figura 4.26 permitem concluir que: 
i) Para todos os cenários e técnicas de otimização, os parâmetros altura e massa do 
tabuleiro apresentam uma maior proximidade aos valores teóricos, em comparação 
com os parâmetros rigidez vertical do apoio e rigidez longitudinal da ligação via-
tabuleiro. Este resultado parece demonstrar que os parâmetros mais sensíveis do 
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problema são estimados de forma mais rigorosa comparativamente aos parâmetros 
menos sensíveis; 
ii) As técnicas de otimização baseadas em gradientes e em superfícies de resposta 
mostraram limitações na estimativa dos parâmetros de menor sensibilidade, em 
particular a rigidez longitudinal da ligação via-tabuleiro, e para o cenário com maior 
número de parâmetros de calibração. Refira-se que no cenário C3 este parâmetro 
apresenta erros na ordem dos 20 % a 30 % em relação ao valor teórico; 
iii) O algoritmo genético fornece estimativas precisas e estáveis de todos os parâmetros de 
calibração, em particular no cenário C3, para o qual as restantes técnicas tendem a não 
ser bem sucedidas; 
iv) Nos cenários C1 e C2, todas as técnicas de otimização conduziram a valores dos 
parâmetros de calibração muito próximos dos valores teóricos; 
v) Os valores dos parâmetros estimados com base nos diferentes casos de otimização 
apenas apresentam diferenças significativas no caso dos parâmetros menos sensíveis, e 
para as técnicas de otimização baseadas em gradientes e em superfícies de resposta. 
4.9.5. Influência de parâmetros do algoritmo genético 
Neste ponto é avaliada a influência de alguns dos parâmetros do algoritmo genético na 
estabilidade da solução ótima, para o cenário de calibração C3. Em particular procura-se avaliar 
a influência: i) do número e qualidade dos indivíduos da população inicial; ii) do método de 
geração dos indivíduos da população inicial; iii) da taxa de cruzamento; iv) da taxa de mutação.  
4.9.5.1. População inicial e método de geração 
Na Figura 4.27 apresenta-se a evolução dos parâmetros de calibração em função do número de 
gerações, para três casos de otimização (GA1, GA2 e GA3) baseados em diferentes populações 
iniciais. A geração dos indivíduos destas populações resultou da aplicação do método do 
Hipercubo Latino (HL) e do método de Monte Carlo (MC). 
A análise da figura permite constatar que: 
i) O processo de convergência para a solução teórica parece depender das características 
da população inicial. A evolução do valor dos parâmetros ao longo das gerações é 
diferente consoante o caso de otimização. Atenda-se, por exemplo, ao parâmetro altura 
do tabuleiro, para o qual o caso de otimização GA3 apresentou uma muito rápida 
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convergência para o valor teórico, enquanto no caso de otimização GA2 essa 
convergência só ocorreu na 40ª geração; 
  
a) 
 
 
b) 
 
 
c) 
 
 
d) 
Figura 4.27 – Evolução das variáveis aleatórias em função do número de gerações por aplicação dos 
métodos do Hipercubo Latino (HL) e de Monte Carlo (MC): a) H; b) m; c) Kv; d) Kh 
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ii) Os parâmetros de maior sensibilidade tendem a apresentar uma convergência mais 
rápida para o valor teórico, comparativamente aos parâmetros de menor sensibilidade. 
Veja-se por exemplo, o que sucede com o parâmetro altura do tabuleiro em 
comparação com o parâmetro rigidez vertical do apoio; 
iii) O método de geração dos indivíduos da população influencia notoriamente a 
convergência para a solução teórica. O método do Hipercubo Latino levou à geração de 
populações de indivíduos com melhor função de aptidão e que por isso aceleraram o 
processo de convergência. O método de Monte Carlo, na maioria das situações, levou à 
geração de populações de indivíduos com características menos favoráveis e que 
retardaram o processo de convergência, impedindo em muitas situações que a solução 
teórica seja atingida, como sucede com os parâmetros altura do tabuleiro e rigidez 
vertical do apoio e da ligação via-tabuleiro. 
4.9.5.2. Número de indivíduos da população inicial 
Na Figura 4.28 apresenta-se a evolução dos valores dos parâmetros de calibração em função do 
número de indivíduos da população inicial e do número de gerações. Na escala de cinzentos 
utilizada a cor branca corresponde ao valor teórico de cada parâmetro de calibração. 
 
 
a) b) 
 
 
c) d) 
Figura 4.28 – Evolução dos parâmetros de calibração em função do número de indivíduos da população 
inicial e do número de gerações: a) H; b) m; c) Kv; d) Kh 
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A observação da figura permite constatar que o aumento do número de indivíduos da população 
inicial não implica necessariamente que os valores dos parâmetros estejam mais próximos das 
soluções teóricas. Aliás, como é visível na figura, a melhor concordância com os valores 
teóricos ocorreu para as populações constituídas por 30 e 40 indivíduos. 
4.9.5.3. Taxa de cruzamento 
Na Figura 4.29 apresenta-se a evolução dos valores dos parâmetros de calibração em função da 
taxa de cruzamento e do número de gerações. A observação da figura permite concluir que as 
soluções teóricas de quase todos os parâmetros foram atingidas para as taxas de cruzamento 
iguais a 30 % e 50 %. A utilização de uma taxa de cruzamento reduzida, neste caso igual a 
10 %, teve repercussões negativas no processo de convergência de todos os parâmetros para a 
solução teórica.  
 
 
a) b) 
 
 
c) d) 
Figura 4.29 – Evolução dos parâmetros de calibração em função da taxa de cruzamento e do número de 
gerações: a) H; b) m; c) Kv; d) Kh 
4.9.5.4. Taxa de mutação 
Na Figura 4.30 apresenta-se a evolução dos valores dos parâmetros de calibração em função da 
taxa de mutação e do número de gerações. A observação da figura permite concluir que as 
soluções teóricas de todos os parâmetros foram atingidas para as taxas de mutação iguais a 
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10 % e 30 %. A utilização de uma taxa de mutação igual a 50 %, teve repercussões negativas 
no processo de convergência de algumas das variáveis, em particular para a rigidez longitudinal 
da ligação via-tabuleiro. 
 
 
a) b) 
 
 
c) d) 
Figura 4.30 – Evolução dos parâmetros de calibração em função da taxa de mutação e do número de 
gerações: a) H; b) m; c) Kv; d) Kh 
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5. MODELAÇÃO NUMÉRICA E CALIBRAÇÃO EXPERIMENTAL 
DA PONTE FERROVIÁRIA DE SÃO LOURENÇO 
5.1. INTRODUÇÃO 
Neste capítulo é realizada a calibração experimental de um modelo numérico da ponte 
ferroviária de São Lourenço, uma ponte do tipo ‘bowstring’ situada na linha do Norte da rede 
ferroviária Portuguesa, com base em parâmetros modais. 
O modelo numérico tridimensional da ponte inclui o tabuleiro, os arcos, os elementos dos 
arcos, os aparelhos de apoio e a via ferroviária. São ainda desenvolvidos modelos numéricos 
específicos do aparelho de apoio, tendo em vista a caracterização da sua rigidez, e da via, para a 
determinação das suas características de massa e rigidez. 
Os ensaios experimentais envolvem os ensaios de vibração ambiental da ponte e o ensaio 
dinâmico da via, tendo em vista a determinação dos parâmetros modais de ambos os sistemas, 
em particular as frequências de vibração, as configurações modais e os coeficientes de 
amortecimento. O ensaio de vibração ambiental da ponte é realizado em duas fases, 
envolvendo, numa primeira fase, a monitorização do tabuleiro e, numa segunda fase, a 
monitorização do tabuleiro e dos arcos. São ainda apresentados os resultados de um ensaio de 
caracterização do betão baseado numa técnica de ultra-sons, que permite caracterizar do ponto 
de vista estatístico o módulo de deformabilidade do betão da ponte. 
A calibração dos modelos numéricos da via e da ponte é realizada separadamente por aplicação 
de uma metodologia iterativa baseada num algoritmo genético. No caso particular da ponte, a 
calibração do modelo numérico é realizada com base na informação experimental de cada uma 
das fases do ensaio de vibração ambiental. 
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O processo de calibração dos modelos numéricos da via e da ponte envolve a realização de uma 
análise de sensibilidade, uma otimização e a análise de correlação. O emparelhamento dos 
modos de vibração experimentais e numéricos é realizado preferencialmente com base na 
aplicação de um critério energético e no parâmetro EMAC. A seleção dos parâmetros 
numéricos a incluir na calibração dos modelos é realizada a partir de uma análise de 
sensibilidade baseada no método do Hipercubo Latino. A otimização de ambos os modelos 
permite a obtenção dos valores ótimos de um conjunto alargado de parâmetros numéricos 
relacionados com as propriedades geométricas e mecânicas da via e da ponte. A análise de 
correlação envolve a comparação das respostas modais experimentais e numéricas, antes e após 
a calibração.  
5.2. A PONTE FERROVIÁRIA DE SÃO LOURENÇO 
5.2.1. Descrição 
A ponte de São Lourenço localiza-se ao km +158,662 da linha do Norte, próximo da localidade 
de Vermoil, concelho de Pombal, onde realiza a travessia ferroviária do rio Arunca         
(Figura 5.1). A ponte foi realizada no âmbito do projeto de modernização das infraestruturas da 
linha do Norte, iniciado na década de 90, com o objetivo de reduzir o tempo de percurso entre 
as cidades de Lisboa e Porto (REFER, 2011). A abertura à circulação ferroviária decorreu no 
dia 21 de Maio de 2005. 
 
 
a) b) 
Figura 5.1 – Ponte de São Lourenço: a) localização geográfica; b) vista aérea (Fonte: Google Maps)  
A estrutura da ponte consiste em dois meios tabuleiros com 42 m de extensão que servem de 
suporte a cada uma das vias de circulação ferroviária. Cada meio tabuleiro é constituído por 
uma laje inferior suspensa lateralmente por dois arcos metálicos. A suspensão da laje é 
realizada por intermédio de pendurais metálicos e diagonais nas zonas junto aos arranques dos 
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arcos. Os arcos são unidos na parte superior através de elementos de contraventamento. O 
tabuleiro assenta nos encontros através de aparelhos de apoio do tipo pote. Na Figura 5.2 
apresentam-se duas vistas gerais da ponte de São Lourenço. 
 
 
Figura 5.2 – Vistas gerais da ponte de São Lourenço  
Os tabuleiros são em betão armado e pré-esforçado na direção longitudinal. O vão entre eixos 
dos aparelhos de apoio é igual a 38,4 m e as extremidades são em consola com 1,8 m de vão 
(Figura 5.3 a)). A secção transversal de cada tabuleiro, com uma largura de 7,35 m, consiste 
numa laje apoiada em vigas laterais, formando uma secção em U, e um passadiço lateral 
(Figura 5.3 b)).  
  
a) 
Via
Descendente
Via
Ascendente
 
b) 
Figura 5.3 – Ponte de São Lourenço: a) vista lateral; b) corte transversal do tabuleiro 
A laje que serve de suporte à via tem uma espessura igual a 0,43 m, na zona central, e 0,40 m 
junto da união com as vigas. As vigas laterais são complanares com os arcos e têm uma secção 
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com 0,60 m de largura e 0,95 m de altura. Nestes dois elementos foi aplicada uma pré-
compressão, através de cabos de pré-esforço retos, por forma a garantir uma adequada 
resistência às forças de tração correspondentes aos impulsos dos arcos. O passadiço lateral é 
uma laje em consola com 1,55 m de vão, betonada conjuntamente com a restante secção, que 
dispõe de uma nervura de bordadura e de uma parede intermédia que servem de suporte às 
guardas metálicas e às tampas pré-fabricadas em betão. 
Os arcos são peças metálicas de eixo quebrado, com uma secção transversal em caixão 
retangular e integralmente soldados. Nos pontos de mudança de direção do eixo do arco estão 
ligados pendurais metálicos, unidos na sua extremidade inferior às vigas laterais, que realizam 
a suspensão do tabuleiro (Figura 5.4 a)). Em ambas as extremidades os arcos estão ligados a 
maciços de encabeçamento em betão, por intermédio de chapas metálicas e chumbadouros, que 
realizam a transmissão dos impulsos do arco às vigas laterais do tabuleiro (Figura 5.4 b)). A 
geometria dos arcos foi escolhida por forma a corresponder ao anti-funicular das cargas 
permanentes de modo a estes elementos ficarem quase exclusivamente sujeitos a esforços de 
compressão (REFER, 2003). 
 
 
a) b) 
Figura 5.4 – Elementos dos arcos: a) pendurais; b) maciços de encabeçamento 
Os pendurais metálicos são perfis circulares ocos com um diâmetro exterior igual a 168,3 mm e 
uma espessura igual a 10 mm (Figura 5.4 a)). O afastamento entre os eixos dos pendurais é 
igual a 3,84 m e a altura é variável entre os 3,9 m, nos pendurais localizados junto aos 
arranques dos arcos, e 10,9 m, nos pendurais localizados a meio vão do tabuleiro.  
Na Figura 5.5 apresentam-se os detalhes relativos às ligações entre o pendural e a viga lateral 
do tabuleiro e entre o pendural e o arco. A ligação dos pendurais às vigas laterais é realizada 
por intermédio de chapas metálicas soldadas à base dos pendurais. Estas chapas, solidarizadas a 
vários níveis por chapas de reforço, atravessam a viga e estão ancoradas à sua face inferior 
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(Figura 5.5 a)). Esta ligação contínua permite uma suspensão eficiente das cargas transmitidas 
pelo tabuleiro. A ligação dos pendurais ao arco é também realizada por intermédio de chapas 
metálicas soldadas ao topo dos pendurais conforme os detalhes apresentados na Figura 5.5 b). 
 
 
a) 
 
 
b) 
Figura 5.5 – Ligações estruturais: a) entre pendural e viga lateral; b) entre pendural e arco 
As diagonais são constituídas por dois varões de aço de alta resistência, com um diâmetro igual 
a 50 mm, e estabelecem a ligação, para os dois pendurais das extremidades dos arcos, entre o 
ponto de união do pendural com o arco e o ponto de união do pendural adjacente à viga do 
tabuleiro (Figura 5.6 a)). As diagonais e os pendurais de extremidade formam uma estrutura 
triangular tendo em vista a redução dos momentos flectores nas secções próximas do arranque 
dos arcos, nomeadamente para a actuação das sobrecargas ferroviárias (REFER, 2003). Os 
contraventamentos dos arcos são constituídos por travessas em secção retangular oca e 
diagonais em dupla cantoneira (Figura 5.6 b)). 
 
A 
A 
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a) b) 
Figura 5.6 – Elementos dos arcos: a) diagonais; b) contraventamentos 
Cada tabuleiro assenta nos encontros por intermédio de aparelhos de apoio do tipo pote, dois 
em cada encontro, posicionados nos alinhamentos das vigas laterais (Figura 5.7 a)). Os 
aparelhos de apoio situados sob as vigas laterais de intradorso permitem apenas deslocamentos 
na direção longitudinal (Figura 5.7 b)). Os aparelhos de apoio localizados sob as vigas laterais 
de extradorso permitem deslocamentos nas direções transversal e longitudinal. 
A fixação longitudinal de cada tabuleiro ao encontro é realizada por intermédio de 2 varões de 
aço de pré-esforço com 36 mm de diâmetro que estão localizados num dos lados do tabuleiro 
segundo o seu eixo. Os varões atravessam um maciço saliente sob a laje do tabuleiro e são fixos 
à face posterior de um plinto betonado sobre a mesa do encontro (Figura 5.7 c)). A interface 
entre o maciço da laje do tabuleiro e o plinto do encontro é preenchida por uma placa de 
neoprene cintado com 3 cm de espessura. Os dispositivos de fixação longitudinal de cada 
tabuleiro foram instalados em encontros distintos, de modo a repartir pelos dois encontros as 
forças longitudinais transmitidas pelo tabuleiro, nomeadamente as ações de arranque e de 
frenagem (REFER, 2003). 
Os encontros são constituídos por um muro de testa e dois muros de ala, em betão armado, que 
estão solidarizados, através de pernos chumbados, com os muros de alvenaria dos encontros 
existentes (Figura 5.8 a)). As fundações dos encontros são realizadas com recurso a um 
conjunto de micro estacas que transmitem as cargas para uma camada argilosa consistente 
localizada a cerca de 4 m de profundidade. As microestacas estão posicionadas na vertical e 
algumas são inclinadas por forma a garantir uma maior resistência face à atuação de forças 
longitudinais. 
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PORTO
AP1
AP2
AP1
AP2
LISBOA
AP1
AP2
AP1
AP2
Via Descendente
Via Ascendente
Fixação
Longitudinal
Fixação
Longitudinal
 
a) 
  
b) c) 
 Figura 5.7 – Mobilidade da ponte de São Lourenço: a) esquema dos apoios; b) aparelho de 
apoio guiado; c) fixação longitudinal ao encontro  
A via ferroviária é constituída por uma camada de balastro assente sobre a laje do tabuleiro, 
com uma espessura sob as travessas aproximadamente igual a 45 cm, travessas monobloco em 
betão, palmilhas, e carris em perfil do tipo UIC 54. Na Figura 5.8 b) apresenta-se uma vista 
geral da via ferroviária sobre a ponte de São Lourenço. 
 
 
a) b) 
Figura 5.8 – Vistas gerais: a) encontro; b) via ferroviária 
5.2.2. Histórico 
A empreitada de reabilitação da ponte de São Lourenço foi iniciada em Março de 2004 e 
envolveu a substituição de dois tabuleiros existentes por dois tabuleiros novos. Os trabalhos 
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englobaram ainda a beneficiação dos encontros, da catenária e da via ferroviária sobre os 
tabuleiros e nas zonas de transição. 
 
Figura 5.9 – Ponte de São Lourenço original (REFER, 2000)  
As pontes existentes, datadas do início do século XX, eram constituídas por um tabuleiro 
metálico inferior apoiado lateralmente em duas vigas metálicas treliçadas. As alturas das vigas 
eram iguais a 4,1 m e 6,0 m para os tabuleiros da via descendente e ascendente, respetivamente. 
Os carris estavam assentes em travessas de madeira que apoiavam diretamente no banzo 
superior das longarinas dos tabuleiros. Na Figura 5.9 apresenta-se uma vista geral da ponte de 
São Lourenço original. 
5.2.3. Processo construtivo 
A construção dos dois novos tabuleiros da ponte de São Lourenço foi realizada com cimbre ao 
solo, numa área adjacente, conforme ilustrado na Figura 5.10 a).  
  
a) b) 
Figura 5.10 – Processo construtivo: a) cimbre ao solo; b) ripagem lateral (REFER, 2000) 
A operação de substituição dos tabuleiros existentes pelos tabuleiros novos foi executada 
através do método da ripagem lateral. A ripagem lateral consistiu no deslocamento transversal 
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dos tabuleiros, por intermédio de macacos hidráulicos, sobre um caminho de rolamentos 
apoiado num maciço de betão e posicionado na perpendicular ao eixo da via (Figura 5.10 b)). 
Este método construtivo apresenta como principais vantagens a rapidez de execução e a 
minimização da interferência com a circulação ferroviária. A operação de substituição dos 
tabuleiros decorreu num fim de semana e teve uma duração de 14,5 horas. 
Na Figura 5.11 apresentam-se as diversas fases das operações de ripagem lateral dos tabuleiros 
(Vale and Ladet, 2005). A fase 1 representa a situação inicial após uma ripagem de 
aproximação dos tabuleiros novos. Na fase 2 é realizada a ripagem do tabuleiro existente da via 
ascendente (E1). A fase 3 consiste na ripagem do tabuleiro existente da via descendente (E2) e 
do tabuleiro novo da via ascendente (N1). Na fase 4 procede-se à ripagem do tabuleiro novo da 
via descendente (N2). Por último, a fase 5 representa a situação final após a conclusão das 
operações de ripagem.  
 
 
 
 
 
Figura 5.11 – Faseamento das operações de ripagem lateral dos tabuleiros (Vale and Ladet, 2005) 
5.3. MODELO DE ELEMENTOS FINITOS DA PONTE 
Nesta secção é apresentado o modelo de elementos finitos desenvolvido para a ponte de São 
Lourenço sendo caracterizadas as propriedades geométricas e mecânicas dos seus principais 
elementos estruturais. Os aspetos particulares relativos à modelação da via serão abordados 
mais adiante na secção 5.4. São ainda apresentados os parâmetros modais da ponte e é realizada 
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uma análise de sensibilidade preliminar com o objetivo de avaliar a influência da inclusão da 
via e do estado de tensão nas suas frequências de vibração.  
5.3.1. Descrição 
A modelação numérica da ponte de São Lourenço foi realizada com base num modelo híbrido 
tridimensional, incluindo a via, desenvolvido no programa ANSYS (2007). Na Figura 5.12 
apresenta-se uma perspetiva do modelo numérico da ponte, englobando apenas o tabuleiro que 
serve de suporte à via descendente, em virtude dos tabuleiros estarem separados do ponto de 
vista estrutural. 
A laje do tabuleiro foi modelada por intermédio de elementos finitos de volume. Os arcos, os 
pendurais, as diagonais e os contraventamentos foram modelados através de elementos finitos 
de viga. Foi ainda modelada uma extensão de via correspondente ao comprimento do tabuleiro 
e cerca de 10 m para o lado de cada um dos encontros, de modo a simular a via sobre os aterros 
adjacentes. Os carris foram modelados por intermédio de elementos de viga dispostos ao nível 
do centro de gravidade, enquanto as travessas, as palmilhas e a camada de balastro foram 
modelados através de elementos finitos de volume. As ligações correspondentes aos aparelhos 
de apoio foram localizadas ao nível dos seus centros de rotação. A estrutura foi discretizada em 
16979 elementos de volume e 1107 elementos de viga, num total de 26754 nós e 80029 graus 
de liberdade. 
 
Figura 5.12 – Modelo híbrido tridimensional da ponte de São Lourenço incluindo a via 
Na modelação foi dada particular atenção às ligações das extremidades dos arcos, que garantem 
o encastramento nos maciços de apoio, monolíticos com a laje inferior do tabuleiro. Assim, 
atendendo a que os elementos de volume que simulam os maciços não possuem graus de 
liberdade de rotação, houve necessidade de considerar extensões dos elementos de viga que 
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ficaram embebidos na malha de elementos de volume, assegurando desta forma a continuidade 
de rotações nestas ligações (Figura 5.13). Igual procedimento foi utilizado nas ligações 
inferiores dos pendurais e das diagonais à laje inferior. 
 
Figura 5.13 – Pormenores das ligações entre arco e maciço de apoio e entre pendural e viga principal 
De modo a reproduzir corretamente os comprimentos de deformabilidade dos pendurais e das 
diagonais, foram ainda introduzidos troços rígidos nas extremidades dos elementos de viga, 
entre os pontos de ligação destes elementos aos arcos e os eixos dos elementos de viga que 
modelam os arcos. 
Na Figura 5.14 ilustra-se um pormenor do modelo numérico da ponte de São Lourenço na zona 
de um dos apoios, permitindo verificar com maior detalhe a modelação da via ferroviária, da 
consola do passeio e da ligação dos arcos com o tabuleiro. 
 
Figura 5.14 – Pormenor do modelo numérico da ponte de São Lourenço 
5.3.2. Propriedades geométricas e mecânicas 
Neste ponto são apresentadas as características geométricas e mecânicas das secções 
transversais dos diferentes elementos que constituem a ponte, nomeadamente o tabuleiro, os 
arcos e os aparelhos de apoio. 
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5.3.2.1. Tabuleiro 
A - Módulo de deformabilidade do betão 
O módulo de deformabilidade do betão foi estimado com base em ensaios à compressão 
realizados em provetes do betão produzidos a diferentes idades. Os resultados destes ensaios 
permitem caracterizar a evolução da tensão de rotura à compressão do betão e avaliar, 
indiretamente, a evolução do respetivo módulo de deformabilidade. Foram ensaiados 32 
provetes cúbicos às idades de 3, 7 e 28 dias com o betão proveniente do tabuleiro e dos maciços 
de encabeçamento dos arcos (Betecna, 2004).  
Na Figura 5.15 apresenta-se a curva dos valores médios da tensão de rotura à compressão do 
betão, fcm (t), obtida com base nos valores individuais dos provetes ensaiados, e as curvas da 
evolução dos valores médios da tensão de rotura à compressão para betões das classes C35/45 e 
C40/50. As curvas relativas aos betões das classes C35/45 e C40/50 foram obtidas por 
aplicação da seguinte expressão, adaptada da EN 1992-1-1 (2004):  
( ) ( ) dcmCCcm fttf 28,β=  (5.1) 
em que t é a idade do betão, em dias, e βCC é um coeficiente que depende da idade do betão 
dado por: 
( ) 











−
=
50,0281
t
s
CC etβ  (5.2) 
sendo s um coeficiente que depende do tipo de cimento, que no caso do CEMII A/L 42,5R 
toma o valor de 0,20, dcmf 28,  é o valor médio da tensão de rotura à compressão em cubos aos 28 
dias de idade, que pode ser expressa em função do valor característico da tensão de rotura (fck) 
(Bamforth et al., 2008): 
1028, += ckdcm ff  (5.3) 
A figura evidencia uma certa dispersão dos valores da tensão de rotura à compressão dos 
provetes ensaiados. No entanto, a curva do valor médio da tensão de rotura obtida por via 
experimental está próxima da curva dos valores médios da tensão de rotura à compressão do 
betão especificado em projeto, ou seja, um betão da classe C35/45.  
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Figura 5.15 – Evolução temporal dos valores médios da resistência à compressão do betão aplicado e de 
betões das classes C35/45 e C40/50 
Na Figura 5.16 é apresentada a curva da evolução do valor médio do módulo de 
deformabilidade (Ecm) do betão produzido em obra e as curvas da evolução do módulo de 
deformabilidade para os betões das classes C35/45 e C40/50. 
Os valores de Ecm foram obtidos a partir da curva experimental dos valores médios da tensão de 
rotura do betão, por aplicação da expressão (EN 1992-1-1, 2004): 
30,0
10
22 





=
cm
cm
kf
E  (5.4) 
onde a constante k realiza a conversão dos valores da tensão de rotura à compressão de cubos 
em cilindros e toma um valor aproximadamente igual a 0,80 para betões de resistência normal 
(Bamforth et al., 2008). 
As curvas da variação do módulo de deformabilidade dos betões das classes C35/45 e C40/50 
com o tempo (Ecm(t)) foram obtidas por aplicação da expressão: 
( ) ( )[ ] dcmCCcm EttE 28,30,0βα=  (5.5) 
adaptada da EN 1992-1-1 (2004) e onde o coeficiente α, que depende do tipo de agregado, foi 
tomado igual a 1,0. 
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Figura 5.16 – Evolução temporal dos valores médios do módulo de deformabilidade do betão aplicado e 
de betões das classes C35/45 e C40/50 
O valor médio do módulo de deformabilidade do betão foi estimado com base no valor do 
módulo de deformabilidade de um betão da classe C35/45 aos 28 dias de idade 
(Ecm,28d = 34 GPa), corrigido de modo a ter em conta a idade do betão à data da realização da 
campanha experimental (≈ 1500 dias), tendo resultado 35,8 GPa. A idade t = 0 corresponde à 
data da realização da betonagem dos tabuleiros da ponte, ou seja, o mês de Abril de 2005.  
Posteriormente, a estimativa do módulo de deformabilidade atrás obtida foi corrigida para 
atender à especificidade da composição do betão, em particular a adição de cinzas volantes. 
Na Figura 5.17 ilustra-se evolução temporal do valor médio da razão da resistência à 
compressão à idade t e a resistência à compressão aos 28 dias para betões sem adições (CV0) e 
com adição de 20% de cinzas volantes (CV20). Os resultados experimentais são referentes aos 
estudos levados a cabo por Camões (2002), Han et al. (2003) e Kazberuk e Lelusz (2007) onde 
foram utilizadas cinzas volantes de origem calcária de elevada reatividade pozolânica e com 
uma composição química idêntica às cinzas utilizadas no betão da ponte de São Lourenço. 
Camões (2002) refere que a incorporação de cinzas volantes no betão provoca uma diminuição 
da resistência à compressão nas idades mais jovens e uma recuperação para idades mais 
avançadas, devido às reações pozolânicas das cinzas serem mais lentas que as reações de 
hidratação do cimento. O autor reporta resultados semelhantes para o módulo de 
deformabilidade do betão. 
A observação da Figura 5.17 permite constatar que em idades avançadas, próximo dos 200 
dias, o valor médio da resistência à compressão do betão com 20 % de cinzas volantes é cerca 
de 30 % superior ao valor médio da resistência à compressão do betão isento de cinzas. Tendo 
em consideração que o betão utilizado no tabuleiro da ponte de São Lourenço é constituído por 
uma adição com 25 % de cinzas volantes, da aplicação da Expressão (5.4) obtém-se um 
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aumento de cerca de 8 % do valor médio do módulo de deformabilidade do betão, tendo 
resultado 38,7 GPa. 
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Figura 5.17 – Evolução temporal do valor médio da relação entre a resistência à compressão à idade t e 
a resistência à compressão aos 28 dias para betões sem adições (CV0) e com adição de 20% de cinzas 
volantes (CV20) 
B - Módulo de deformabilidade da secção homogeneizada 
As características de deformabilidade da secção do tabuleiro foram determinadas a partir das 
propriedades elásticas do material betão, corrigidas de modo a ter em conta a presença das 
armaduras de aço.  
O valor do módulo de deformabilidade da secção homogeneizada em betão (Ehm)  pode ser 
estimado com base nos valores médios do módulo de deformabilidade do betão (Ecm) e do 
módulo de deformabilidade do aço (Esm) por aplicação da seguinte expressão: 
[ ]ssmscmhm pEpEE +−= )100(100
1
 (5.6) 
em que ps é a percentagem de armadura, ordinária e de pré-esforço, igual a 1 %. Para o aço e 
betão adotaram-se valores do módulo de deformabilidade iguais a 200 GPa e 38,7 GPa, 
respetivamente, tendo resultado um módulo de deformabilidade da secção igual a 40,2 GPa, ou 
seja, cerca de 4 % superior ao valor do módulo de deformabilidade do betão simples. 
C – Outras propriedades   
O valor médio da massa volúmica do betão foi tomado, de acordo com JCSS (2001), igual a 
2446,5 kg/m3 e o respetivo coeficiente de Poisson igual a 0,20. A fixação longitudinal dos 
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tabuleiros aos encontros apresenta uma rigidez igual a 1000 MN/m. Os aterros adjacentes à 
ponte e que servem de suporte à via ferroviária são constituídos por um material com um 
módulo de deformabilidade igual a 70 MPa e um coeficiente de Poisson igual a 0,20. 
D – Massas adicionais   
As massas dos elementos não estruturais, tais como revestimentos das lajes do tabuleiro e 
passeio, guardas, tampas, etc., foram calculadas e adicionadas aos nós da malha em 
correspondência com as localizações desses elementos. No Quadro 5.1 são indicados os valores 
das massas adicionais do tabuleiro e passeio da ponte de São Lourenço. 
Quadro 5.1 – Massas adicionais do tabuleiro e passeio da ponte de São Lourenço 
Elemento(s) Massa 
 
 
* 
* 
Revestimentos da laje do 
tabuleiro e da caixa de 
passagem de cabos (betão 
leve + tela de 
impermeabilização + 
betonilha) 
95 kg/m2 
 
* Guardas metálicas 20 kg/m 
 
* 
Tampas pré-fabricadas em 
betão e sistema de apoio em 
perfis metálicos 
190 kg/m 
 
* 
Blocos de ligação tabuleiro-
encontros 
607 kg 
5.3.2.2. Arcos 
Os arcos da ponte de São Lourenço são em aço e apresentam características geométricas 
variáveis ao longo do seu desenvolvimento. No Quadro 5.2 são apresentadas as características 
geométricas das várias secções que constituem os arcos, com a indicação da respetiva 
localização.  
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Quadro 5.2 – Características geométricas dos elementos estruturais dos arcos  
Elemento Estrutural Localização  Secção Transversal Características Geométricas 
zona inicial 
 
 
A = 0,04406 m2 
Ix = 3,000 × 10-3 m4 
Iy = 1,398 × 10-3 m4 
Iz = 2,908 × 10-3 m4 
zona de ligação 
com  pendurais 
centrais 
 
 
A = 0,03744 m2 
Ix = 2,757 × 10-3 m4 
Iy = 1,139 × 10-3 m4 
Iz = 2,452 × 10-3 m4 
A
R
CO
S 
zona central 
 
 
A = 0,03348 m2 
Ix = 2,613 × 10-3 m4 
Iy = 0,978 × 10-3 m4 
Iz = 2,119 × 10-3 m4 
PENDURAIS 
 
 
A = 49,73 × 10-4 m2 
Ix = 15,60 × 10-6 m4 
Iy = 15,60 × 10-6 m4 
 Iz = 31,20 × 10-6 m4 
DIAGONAIS 
 
 
A = 39,27 × 10-4 m2 
Ix = 0,6136 × 10-6 m4 
Iy = 0,6136 × 10-6 m4 
 Iz = 2,4544 × 10-6 m4 
Travessas de  
extremidade 
 
 
A = 0,0115 m2 
Ix = 0,0813 × 10-3 m4 
Iy = 0,2410 × 10-3 m4 
Iz = 0,1940 × 10-3 m4 
Travessas 
interiores 
 
 
A = 0,00356 m2 
Ix = 0,0181 × 10-3 m4 
Iy = 0,0061 × 10-3 m4 
Iz = 0,0149 × 10-3 m4 
CO
N
TR
A
V
EN
TA
M
EN
TO
S 
Diagonais 
 
 
A = 0,00383 m2 
Ix = 0,658 × 10-5 m4 
Iy = 0,353 × 10-5 m4 
Iz = 0,032 × 10-5 m4 
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As secções em caixão dos arcos apresentam uma espessura das almas variável com valores 
iguais a 12, 15 ou 20 mm. As diagonais foram modeladas à custa de uma barra única com área 
e inércias obtidas a partir da soma das áreas e inércias dos dois varões de diâmetro igual a 
50 mm. A massa volúmica do aço foi tomada igual a 7850 kg/m3, sendo que o módulo de 
elasticidade do aço e o coeficiente de Poisson foram considerados iguais a 202 GPa e 0,30 
respetivamente. 
A inércia das ligações das diagonais com o arco e as vigas do tabuleiro foram calculadas com 
base nos desenhos de projeto, tendo sido consideradas iguais a 500×10-8 m4 nas direções 
longitudinal (plano dos arcos) e transversal (fora do plano dos arcos). A inércia das ligações 
dos pendurais com o arco e as vigas do tabuleiro foram consideradas iguais a 2000×10-8 m4, em 
ambas as direções. 
As massas adicionais relativas às ligações entre os elementos dos arcos, tais como chapas 
metálicas, parafusos, etc., foram calculadas e adicionadas aos nós da malha em correspondência 
com as localizações desses elementos. No Quadro 5.3 são indicados os valores das massas 
adicionais dos arcos da ponte de São Lourenço. 
Quadro 5.3 – Massas adicionais dos arcos da ponte de São Lourenço 
Elemento(s) Massa [kg] 
 
* Ligações metálicas diagonais-
arcos 
175 
 
* 
Ligações metálicas pendurais-
arcos 
130 
 
* 
Ligações entre 
contraventamentos 
    - interiores 
    - extremidade 
 
 
60 
30 
 
* Ligações pendurais-viga 
principal do tabuleiro 
285 
 
* Ligações diagonais-viga principal 
do tabuleiro 
400 
 
* Ligações arcos-maciços de 
encabeçamento 
230 
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5.3.2.3. Aparelhos de apoio 
Os aparelhos de apoio da ponte de São Lourenço são do tipo pote, da marca Freyssinet, 
modelos GL4000 e GG4000 (Freyssinet, 2002). O modelo GL4000 é um aparelho de apoio que 
permite deslocamentos nas direções longitudinal e transversal, enquanto o modelo GG4000 é 
um aparelho de apoio guiado na direção longitudinal. Na Figura 5.18 apresentam-se os 
desenhos de projeto referentes ao aparelho de apoio GL4000 (Freyssinet, 2004). 
Um aparelho de apoio do tipo pote consiste num disco de borracha natural confinado no 
interior de um pote metálico cilíndrico que se encontra fixo à mesa do encontro. O 
confinamento superior do elastómero é assegurado por intermédio de um pistão metálico 
também responsável pela transmissão das cargas verticais. Estes apoios possuem ainda um 
dispositivo de selagem que impede o escape do elastómero, quando sujeito a forças de 
compressão, através da folga existente entre as paredes do pote e o pistão. 
 
 
a) b) 
Figura 5.18 – Desenhos de projeto do aparelho de apoio GL4000: a) corte; b) pormenor         
(Freyssinet, 2004) 
No caso de um aparelho de apoio livre, a superfície superior do pistão é preenchida com uma 
lâmina de teflon (PTFE) que permite o deslizamento de um prato metálico superior que se 
encontra fixo à estrutura. A lubrificação desta superfície é realizada por intermédio de um 
líquido contido no interior de poros existentes na lâmina de teflon e que é libertado sempre que 
a superfície é sujeita a forças de compressão. Os aparelhos de apoios guiados possuem ainda 
uma guia central solidarizada com a superfície do pistão. 
PORMENOR 
PORMENOR 
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Devido à inexistência no projeto de informação sobre a rigidez vertical dos aparelhos de apoio, 
procedeu-se à sua avaliação com base no modelo numérico de elementos finitos apresentado na 
Figura 5.19. 
Neste modelo os diversos componentes foram modelados por intermédio de elementos finitos, 
em condições de axissimetria, com exceção das interfaces borracha-aço e teflon-aço que foram 
modeladas com elementos de atrito, ou seja, com resistência dependente do carregamento 
normal à superfície de deslizamento. 
 
  
a) b) 
 Figura 5.19 – Modelo numérico do aparelho de apoio GL4000: a) vista geral; b) pormenor 
Na Figura 5.20 apresentam-se as relações força-deslocamento correspondentes à força normal 
(FN) e tangencial (FS). A força tangencial máxima na superfície de deslizamento obtém-se 
multiplicando a força normal, FN, pelo coeficiente de atrito de Coulomb µ. O deslocamento 
relativo entre os nós I e J da interface é dado por (uJ - uI). Neste caso particular consideraram-se 
os valores de µ e KS dependentes dos materiais da interface. Foi ainda considerado o valor da 
rigidez normal KN igual a 1×108 kN/m de modo a assegurar que o deslocamento relativo entre 
os nós das superfícies em contato, na direção normal, é próximo de zero. 
 
 
 
                                    a)                                b) 
Figura 5.20 – Relações força-deslocamento para o elemento de atrito: a) direção normal; b) direção 
tangencial à superfície de deslizamento (ANSYS, 2007) 
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No modelo numérico o módulo de deformabilidade da borracha (Ebor) e do teflon (Etef) foram 
tomados iguais a 50 MPa (Toolbox, 2011) e 650 MPa (Fluorseals, 2006) respetivamente. Os 
coeficientes de Poisson da borracha (νbor) e do teflon (νtef) foram considerados iguais a 0,48 
(Rinde, 1970) e 0,46 (Rae and Dattelbaum, 2004) respetivamente. No que se refere aos 
coeficientes de atrito, o coeficiente de atrito borracha-aço (µbor) foi tomado igual a 0,10 
(Toolbox, 2011) e o coeficiente de atrito teflon-aço (µtef) igual a 0,07 (Fluorseals, 2006). 
A rigidez vertical do aparelho de apoio (Kv) foi calculada dividindo a força correspondente à 
aplicação de uma carga vertical unitária e uniformemente distribuída no prato metálico superior 
pelo deslocamento médio do prato, tendo-se obtido 3847 MN/m. 
5.3.3. Parâmetros modais 
As frequências naturais da ponte de São Lourenço estão associadas a diferentes tipos de modos 
de vibração, nomeadamente modos globais (G) e modos locais (L).  
Os modos de vibração globais envolvem movimentos de carácter global do tabuleiro ou dos 
arcos. Os modos de vibração locais estão associados a vibrações de diagonais e pendurais, sem 
movimentos significativos do tabuleiro ou dos arcos. Alguns modos de vibração globais 
revelam acoplamento com um modo local, e por isso são designados modos acoplados. Estes 
modos são caracterizados por movimentos conjuntos e de amplitude semelhante do tabuleiro ou 
arcos com as diagonais ou pendurais. A análise modal da ponte foi realizada considerando o 
estado de tensão instalado nas diagonais e pendurais devido às ações permanentes. 
A - Frequências e modos de vibração globais 
Na Figura 5.21 apresentam-se as frequências de vibração dos principais modos globais da 
ponte, acoplados e não acoplados, e as correspondentes configurações modais.  
Os modos 1G, 4G e 9G envolvem essencialmente a flexão transversal dos arcos. Os modos 2G, 
3G, 5G, 6G, 10G e 12G são modos de flexão do tabuleiro, enquanto os modos 7G, 8G, 11G, 
13G e 14G são modos de torção do tabuleiro. 
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Modo 1G – f = 2,30 Hz Modo 2G – f = 4,13 Hz Modo 3G – f = 5,88 Hz 
   
Modo 4G – f = 6,78 Hz Modo 5G – f = 7,92 Hz Modo 6G – f = 9,19 Hz 
   
Modo 7G – f = 9,92 Hz Modo 8G – f = 11,33 Hz Modo 9G – f = 13,39 Hz 
   
Modo 10G – f = 14,17 Hz Modo 11G – f = 14,97 Hz Modo 12G – f = 19,96 Hz 
 
 
 
Modo 13G – f = 20,23 Hz Modo 14G – f = 30,82 Hz  
Figura 5.21 – Frequências e modos de vibração globais, acoplados e não acoplados, obtidos por via 
numérica 
O modo de vibração 5G é um modo de vibração acoplado do tabuleiro com as diagonais longas 
do arco de extradorso. De modo a ilustrar convenientemente o fenómeno do acoplamento de 
modos de vibração, na Figura 5.22 está representado o modo 5G com base na informação de 
todos os graus de liberdade do modelo numérico (Figura 5.22 a)) e excluindo a informação 
referente aos graus de liberdade das diagonais (Figura 5.22 b)). 
A observação da figura permite constatar que a exclusão das diagonais, que no caso do modo 
5G são os elementos com maiores amplitudes modais, possibilitou a melhor visualização dos 
movimentos de flexão transversal e vertical do tabuleiro. O escalamento do modo de vibração 
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em relação à maior amplitude registada, não permite muitas das vezes, a correta perceção de 
movimentos importantes de outras partes da estrutura. 
 
 
a) b) 
Figura 5.22 – Modo de vibração 5G: a) com toda a informação modal; b) com toda a informação modal 
excluindo os graus de liberdade referentes às diagonais 
B - Frequências e modos de vibração locais 
Na Figura 5.23 apresentam-se os valores das frequências de vibração e as configurações modais 
relativas a alguns dos modos locais associados aos movimentos das diagonais longas (DL) e 
curtas (DC) e dos pendurais localizados a meio vão do tabuleiro (P). Importa referir que na 
figura só estão representados os modos de vibração dos elementos onde foram colocados 
sensores no ensaio de vibração ambiental (ver secção 5.5.1). Para uma melhor visualização 
apenas se encontra representada a deformada dos arcos (vista 3D e alçado), em virtude dos 
movimentos do tabuleiro serem negligenciáveis. 
Os modos 1L a 7L envolvem os movimentos das diagonais longas, no plano e fora do plano dos 
arcos. Os modos 8L e 9L referem-se ao movimento de ambos os pendurais fora do plano dos 
arcos, numa configuração simétrica e antissimétrica respetivamente, enquanto o modo 10L é 
referente à flexão do pendural de 1/2 vão do arco de extradorso, no plano do arco. O modo 11L 
diz respeito à flexão de uma diagonal curta fora do plano dos arcos. O modo 12L envolve o 
movimento conjunto e antissimétrico das diagonais curtas fora do plano dos arcos. 
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Modo 1L – f = 7,47 Hz Modo 2L – f = 7,48 Hz Modo 3L – f = 7,52 Hz 
 
 
 
 
 
 
Modo 4L – f = 7,52 Hz Modo 5L – f = 7,85 Hz Modo 6L – f = 7,94 Hz 
 
 
 
 
 
 
Modo 7L – f = 7,96 Hz Modo 8L – f = 11,15 Hz Modo 9L – f = 11,44 Hz 
 
 
 
 
 
 
Modo 10L – f = 11,72 Hz Modo 11L – f = 17,44 Hz Modo 12L – f = 17,58 Hz 
Figura 5.23 – Frequências e modos de vibração locais obtidos por via numérica 
5.3.4. Análise de sensibilidade preliminar 
Neste ponto é avaliada a influência da inclusão da via e do estado de tensão nos valores das 
frequências de vibração da ponte de São Lourenço. 
5.3.4.1. Influência da via 
O efeito compósito tabuleiro-via surge em virtude da existência da camada de balastro entre o 
tabuleiro e as travessas, que possibilita a transmissão parcial de tensões de corte entre os dois 
elementos (Ribeiro et al., 2007). 
Na Figura 5.24 é apresentado o modelo híbrido tridimensional da ponte de São Lourenço sem 
inclusão da via. Neste modelo as massas dos elementos da via, nomeadamente os carris, 
travessas e balastro, foram concentradas nos nós da face superior da laje do tabuleiro. 
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Figura 5.24 – Modelo híbrido tridimensional da ponte de São Lourenço sem inclusão da via 
No Quadro 5.4 são indicados os valores das frequências obtidos por intermédio do modelo 
numérico, sem e com inclusão da via, e as diferenças (∆f) em relação às frequências do modelo 
sem inclusão da via. 
Quadro 5.4 – Frequências de vibração obtidas com base no modelo numérico com e sem inclusão da via 
Os resultados mostram que a inclusão da via provocou um aumento das frequências dos modos 
de flexão do tabuleiro, em particular dos modos 2G, 6G, 10G e 12G. Constata-se ainda que a 
influência da via é superior nos modos que apresentam uma maior distorção da camada de 
Frequência [Hz] 
Modo Tipo de modo de vibração Sem inclusão 
via 
Com inclusão 
via 
∆f [Hz] 
1G Arcos – 1º flexão transversal 2,31 2,30 - 0,01 
2G Tabuleiro – 1º flexão (antissimétrico) 3,52 4,13 + 0,61 
3G Tabuleiro – 2º flexão (simétrico) 5,85 5,88 + 0,03 
4G Arcos – 2º flexão transversal 6,76 6,78 + 0,02 
5G Tabuleiro – flexão vertical + transversal 8,00 7,92 - 0,08 
6G Tabuleiro – 3º flexão 8,53 9,19 + 0,66 
7G Tabuleiro – 1º torção 9,55 9,92 + 0,37 
8G Tabuleiro – 2º torção 11,29 11,33 + 0,04 
9G Arcos – 3º flexão transversal 13,21 13,39 + 0,18 
10G Tabuleiro – 4º flexão 13,22 14,17 + 0,95 
11G Tabuleiro – 3º torção 14,75 14,97 + 0,22 
12G Tabuleiro – 5º flexão 18,85 19,96 + 1,11 
13G Tabuleiro – 4º torção 19,95 20,23 + 0,28 
14G Tabuleiro – 5º torção 30,46 30,82 + 0,36 
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balastro, ou seja, nos modos associados a comprimentos de deformabilidade1 menores. Importa 
ainda salientar que o modo 3G, com comprimento de deformabilidade igual ao vão do 
tabuleiro, praticamente não foi afetado pela inclusão da via, uma vez que a camada de balastro 
tende a acompanhar o movimento do tabuleiro com níveis de distorção reduzidos. Também a 
maioria dos modos dos arcos e de torção do tabuleiro foram pouco afetados pela inclusão da 
via. 
5.3.4.2. Influência do estado de tensão 
A caracterização do estado de tensão dos elementos do tabuleiro e dos arcos é uma tarefa 
complexa e que depende em grande medida do faseamento construtivo de cada tabuleiro. Os 
dados de projeto não contemplam as etapas do faseamento construtivo da ponte, não existindo 
também informações acerca da monitorização da estrutura ao longo desta fase. 
A aplicação das ações permanentes, que ocorre aquando do descimbramento da laje do 
tabuleiro, é um fator decisivo na distribuição inicial das tensões na estrutura. No entanto, 
importa apontar outros fatores tais como o processo de execução das soldaduras para 
assemblagem dos elementos dos arcos, a diferença entre a temperatura neutra de um elemento 
do arco e a temperatura neutra dos elementos adjacentes, etc.  
A influência do estado de tensão envolve o estudo do efeito das tensões devidas às ações 
permanentes e das tensões induzidas por uma variação global da temperatura. 
A – Estado de tensão devido às ações permanentes 
Na Figura 5.25 é avaliada a influência das tensões devidas às ações permanentes nos valores 
das frequências de vibração dos modos globais (Figura 5.25 a)) e locais (Figura 5.25 b)). 
A observação da figura permite concluir que as frequências dos modos locais aumentam com a 
inclusão do estado de tensão devido às ações permanentes, em virtude destas ações gerarem 
esforços de tração nas diagonais e pendurais. As frequências dos modos globais não se 
mostraram sensíveis à inclusão do estado de tensão devido às ações permanentes. 
Importa ainda constatar que as frequências dos modos locais das diagonais são mais 
influenciadas pela inclusão do estado de tensão devido às ações permanentes, em comparação 
com as frequências dos modos dos pendurais. Para as diagonais a diferença entre as frequências 
obtidas com e sem inclusão do estado de tensão devido às ações permanentes rondam 2 Hz a 
3 Hz, enquanto no caso dos pendurais essa diferença é menor e próxima de 1 Hz. 
                                                 
1
 O comprimento de deformabilidade refere-se à distância entre pontos com ordenadas modais nulas. 
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a) b) 
Figura 5.25 – Influência do estado de tensão devido às ações permanentes nos valores das frequências 
de vibração: a) modos globais; b) modos locais 
B – Estado de tensão devido à ação global da temperatura 
Na Figura 5.26 são indicados os valores das frequências dos modos de vibração globais e locais 
face à atuação de uma variação da temperatura em toda a estrutura igual a -15°C, -5°C, +5°C e 
+15°C. 
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a) b) 
Figura 5.26 – Influência do estado de tensão devido à ação global da temperatura nos valores das 
frequências de vibração: a) modos globais; b) modos locais 
A figura mostra que as frequências dos modos globais praticamente não foram influenciadas 
pela variação global da temperatura. Ao invés, as frequências dos modos locais, 
particularmente os modos envolvendo movimentos das diagonais, foram influenciadas pela 
variação da temperatura. Nos modos das diagonais verifica-se um aumento da frequência de 
vibração com o aumento da temperatura, em particular nas diagonais curtas. Nos modos 
relativos aos pendurais verifica-se uma tendência de diminuição da frequência com o acréscimo 
da temperatura. 
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5.4. MODELO DE ELEMENTOS FINITOS DA VIA 
5.4.1. Descrição 
A inclusão da via no modelo numérico da ponte influenciou de forma significativa algumas das 
frequências naturais da estrutura, devido ao efeito compósito que ocorre entre o tabuleiro e a 
via. Importa, por isso, analisar com maior detalhe o comportamento dinâmico da via 
ferroviária, tendo-se para o efeito desenvolvido um modelo numérico específico da via. Este 
modelo envolveu a modelação dos carris, das palmilhas, das travessas, da camada de balastro e 
das fronteiras com a ponte e com os troços de via adjacentes. 
Na Figura 5.27 a) apresenta-se uma vista geral do modelo numérico da via, na zona da ponte, 
com uma extensão aproximadamente igual a 15 m. É ainda apresentado um pormenor da zona 
central do troço de via e o detalhe da modelação da palmilha (Figura 5.27 b)). 
 
a) 
 
b) 
Figura 5.27 – Modelo de elementos finitos da via ferroviária: a) vista geral; b) zona central 
O carril foi modelado por intermédio de elementos finitos de viga, com uma discretização igual 
a 0,30 m, e dispostos ao nível do seu centro de gravidade. As características geométricas do 
carril UIC 54 seguem os valores indicados por Esveld (2001) e Man (2002), nomeadamente, 
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inércia principal igual a 2346×10-8 m4, área da secção transversal igual a 6930×10-6 m2 e área 
de corte 2,5 vezes a área da secção do carril. No que se refere às propriedades mecânicas o 
módulo de elasticidade do aço e o coeficiente de Poisson foram considerados iguais a 202 GPa 
e 0,30 respetivamente. 
As palmilhas foram modeladas através de elementos finitos de volume dispostos em duas 
camadas. O elemento assente sobre a travessa concentra as propriedades elásticas da palmilha 
enquanto o segundo elemento, assente sobre o primeiro, é um elemento de elevada rigidez que 
tem como função assegurar que as tensões transmitidas pelo carril são distribuídas de forma 
uniforme por toda a área da palmilha. Foram ainda incluídas barras rígidas, posicionadas na 
perpendicular ao eixo do carril e a estabelecer a ligação deste às extremidades das palmilhas, 
por forma a mobilizar a rigidez de torção do carril (Figura 5.27 b)). A rigidez vertical das 
palmilhas, da marca Vossloh modelo ZW687, foi considerada igual a 450 kN/mm, de acordo 
com as indicações da ficha técnica do fabricante (Vossloh, 2004). 
As travessas monobloco foram modeladas por intermédio de elementos finitos de volume e 
com uma geometria próxima da geometria real da travessa, mais concretamente, com um 
comprimento igual a 2,60 m e uma secção transversal de forma trapezoidal com uma base 
maior igual a 0,30 m, uma base menor igual a 0,15 m e uma altura de 0,20 m. A massa 
volúmica destes elementos foi corrigida para atender à alteração da geometria e à presença de 
armaduras, sendo considerada igual a 2692 kg/m3. O módulo de deformabilidade do betão da 
travessa, da classe de resistência C30/37, foi considerado igual a 33 GPa e o coeficiente de 
Poisson igual a 0,20.  
A camada de balastro foi também modelada através de elementos finitos de volume, com cada 
elemento a apresentar dimensões iguais a 0,15 m, na direção longitudinal à via, e 0,10 m na 
direção transversal. O módulo de deformabilidade e o coeficiente de Poisson do balastro foram 
considerados iguais a 130 MPa e 0,20 respetivamente (UIC 719, 2008), sendo que a massa 
volúmica foi tomada igual a 1733 kg/m3 (≈ 17 kN/m3) (UIC G776, 2007).  
A altura de balastro, medida do tabuleiro à base das travessas, é igual a 0,45 m, sendo que a 
altura adicional de balastro, contada a partir da base das travessas, foi considerada igual a 
0,17 m. O valor da altura adicional de balastro resultou de um levantamento geométrico 
realizado in situ, sendo que a sua massa foi concentrada nos nós dos elementos da face superior 
da camada de balastro. O modelo da via não contemplou a modelação do balastro adicional, em 
virtude da rigidez desta camada não influenciar significativamente a rigidez longitudinal da via 
e, por consequência, o efeito compósito tabuleiro-via (ERRI D202/DT363, 1997). 
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As condições de apoio foram aplicadas nas fronteiras da via com o tabuleiro e com os troços de 
via adjacentes. A fronteira da via com o tabuleiro tem lugar nas partes inferior e laterais da 
camada de balastro. A fronteira com os troços de via adjacentes está localizada nos topos do 
modelo. Em todas as fronteiras existem apoios que impedem a translação na direção dos eixos 
x, y e z, com exceção dos carris, onde a translação é apenas impedida na direção do eixo z. 
5.4.2. Parâmetros modais 
Na Figura 5.28 apresentam-se as principais frequências de vibração da via e as correspondentes 
configurações modais. Os modos de vibração apresentados envolvem movimentos da camada 
de balastro até frequências de 250 Hz. Existem outros modos de vibração, com frequências 
mais elevadas, envolvendo movimentos das travessas, das palmilhas e dos carris, mas que não 
serão incluídos no presente estudo. A representação dos modos de vibração incide apenas na 
zona central da via, devido à influência das condições fronteira do modelo na configuração dos 
modos de vibração, em particular junto das fronteiras com os troços de via adjacentes.  
 
 
Modo 1 – f 
 
= 77,9 Hz Modo 2 – f 
 
= 122,2 Hz 
 
 
Modo 3 – f 
 
= 118,8 Hz Modo 4 – f = 129,7 Hz 
Figura 5.28 – Modos de vibração da via obtidos por via numérica 
O modo 1 envolve o movimento transversal das travessas e carris sobre a camada de balastro e 
com amplitudes reduzidas na direção vertical. Os modos 2 a 4 envolvem movimentos de 
translação vertical ou de rotação das travessas e carris sobre a camada de balastro. 
Os resultados de uma análise de sensibilidade em relação à extensão do troço de via permitiram 
concluir que a extensão de via modelada garante uma boa estabilidade dos parâmetros modais, 
ao mesmo tempo que não aumenta em demasia as dimensões do problema numérico. 
Modelação numérica e calibração experimental da ponte ferroviária de São Lourenço 
5.31 
A existência de um grande número de modos locais, associados a movimentos do balastro na 
zona das banquetas e na zona entre travessas (ver Figura 5.29), dificultou a identificação dos 
modos de vibração com frequências superiores a 250 Hz, em particular os modos associados a 
movimentos das palmilhas e dos carris. Refira-se, como exemplo, que o cálculo dos primeiros 
1000 modos de vibração apenas permite atingir uma frequência de 207 Hz, para além de 
requerer um elevado tempo de cálculo. 
 
 
Modo 699 – f = 189,98 Hz Modo 986 – f = 206,60 Hz 
Figura 5.29 – Modos de vibração locais da via associados a movimentos da camada de balastro 
5.5. ENSAIOS 
Neste ponto são descritos os ensaios experimentais realizados na ponte ferroviária de São 
Lourenço, nomeadamente, o ensaio de vibração ambiental, o ensaio de caracterização dinâmica 
da via através de um ensaio de recetância e o ensaio de caracterização do betão.  
Os resultados do ensaio de vibração ambiental da ponte e do ensaio dinâmico da via serão 
utilizados na calibração dos modelos numéricos da ponte e da via respetivamente. O ensaio de 
caracterização do betão permitirá validar a distribuição adotada para o módulo de 
deformabilidade do betão. 
5.5.1. Ensaio de vibração ambiental 
O ensaio de vibração ambiental da ponte teve como objetivo a identificação das propriedades 
modais da ponte, nomeadamente, as frequências naturais, os modos de vibração e os 
coeficientes de amortecimento. 
Este ensaio foi realizado em duas fases: uma fase 1, realizada em Setembro de 2008, e que 
envolveu a monitorização do tabuleiro, e uma fase 2, que teve lugar em Julho de 2009, e que 
incidiu na monitorização do tabuleiro e dos arcos. Ambos os ensaios foram realizados por 
intermédio de uma técnica com pontos de referência fixos (Rodrigues, 2004). 
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5.5.1.1. Fase 1 
5.5.1.1.1. Descrição 
A fase 1 do ensaio de vibração ambiental envolveu a medição das respostas dinâmicas em 34 
pontos de medida, posicionados segundo o alinhamento dos eixos das vigas principais do 
tabuleiro, e organizados em 6 configurações de medição (Figura 5.30). 
PORTOLISBOA
1/4 vão1/3 vão1/2 vão3/4 vão 2/3 vão
X
Y
Z
REF
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1/4 vão1/3 vão1/2 vão3/4 vão 2/3 vão
X
Y
Z
REF
REF
REF
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b) 
Figura 5.30 – Configurações de medição do ensaio de vibração ambiental (Fase 1): a) configurações 1 a 
4; b) configurações 5 e 6   
Neste ensaio as acelerações foram medidas nas direções vertical (configurações 1 a 4), 
transversal (configuração 5 e 6) e longitudinal (configuração 6), por intermédio de 12 
acelerómetros piezoelétricos, modelo 393A03 da marca PCB, cujas principais características 
técnicas constam do Quadro 5.5. 
Em cada configuração foram considerados quatro sensores de referência fixos, localizados nas 
secções entre 1/3 e 1/4 do vão do tabuleiro (posições 11, 12, 23 e 24), e oito sensores móveis. 
Os sensores móveis foram deslocados de forma agrupada entre as sucessivas configurações de 
medição, desde a extremidade do tabuleiro do lado do Porto até à extremidade do lado de 
Lisboa. 
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Quadro 5.5 – Características técnicas dos acelerómetros piezoelétricos 
Acelerómetro 
 
 
Marca / modelo PCB ICP/ 393A03 PCB ICP/ 603C01 
Resolução (µg) 10 350 
Sensibilidade (mV/g) 1000 100 
Gama de medição (g) ± 5 ± 50 
Gama de frequências (Hz) 0,5 – 2k 0,5 – 10k 
Dimensões (mm) 
(diâmetro×altura)  30,2 × 55,6 18 × 42,2 
Tipo / funcionamento Cerâmico / Corte 
A ligação dos acelerómetros ao tabuleiro foi efetuada por intermédio de chapas metálicas 
coladas na superfície do betão. Esta ligação, na maioria dos casos, foi realizada à face superior 
das vigas principais (Figura 5.31 a)), com exceção dos acelerómetros localizados junto dos 
aparelhos de apoio e na extremidade da consola do tabuleiro que foram posicionados na face 
inferior das vigas principais (Figura 5.31 b)). 
A aquisição de dados foi realizada através do sistema cDAQ-9172 da National Instruments 
tendo-se recorrido a módulos NI 9233 para acelerómetros do tipo IEPE. As séries temporais 
foram adquiridas ao longo de períodos de 10 minutos, com uma frequência de amostragem de 
2000 Hz, posteriormente decimadas para uma frequência de 100 Hz.  
 
 
a) b) 
Figura 5.31 – Acelerómetros na fase 1 do ensaio de vibração ambiental: a) viga principal do tabuleiro; 
b) aparelho de apoio 
O ensaio decorreu sob ação de uma excitação externa assegurada por um martelo de impulsos 
(Figura 5.32) em virtude dos níveis de aceleração do tabuleiro em condições ambientais serem 
reduzidos. Esta técnica, que consistiu na aplicação de impulsos de uma forma aleatória em 
diversos pontos das vigas principais do tabuleiro, possibilitou obter importantes melhorias ao 
nível da relação sinal-ruído e, por conseguinte, aumentar a coerência dos sinais medidos. A 
Capítulo 5 
5.34 
título exemplificativo refira-se que os valores máximos da aceleração vertical do tabuleiro na 
posição de referência 11 rondaram os 0,25/0,50 mg, sob as ações ambientais, e atingiram 
valores próximos de 1,00/1,50 mg, com a atuação do martelo de impulsos. 
 
Figura 5.32 – Excitação forçada da ponte através de martelo de impulsos 
5.5.1.1.2. Identificação dos parâmetros modais 
A identificação dos parâmetros modais da ponte foi realizada por intermédio da aplicação da 
versão melhorada do método de decomposição no domínio da frequência (EFDD), disponível 
no programa comercial ARTeMIS (2009). 
Na Figura 5.33 apresentam-se as curvas dos valores singulares médios e normalizados da 
matriz dos espetros de todas as configurações experimentais obtidas por aplicação do método 
EFDD. A identificação das frequências de vibração mais relevantes pode ser realizada através 
da avaliação das abcissas em correspondência com os picos da curva do primeiro valor 
singular. 
 
Figura 5.33 – Método EFDD: valores singulares médios e normalizados das matrizes dos espetros 
1 
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Na figura evidenciam-se os picos em correspondência com 14 modos de vibração da ponte. Os 
valores médios das frequências identificadas e as correspondentes configurações modais 
encontram-se representadas na Figura 5.34. A análise das configurações modais permite 
identificar modos associados a movimentos de flexão e torção do tabuleiro com muito boa 
definição. 
 
 
Modo 1 – f 
 
= 2,34 Hz Modo 2 – f = 4,37 Hz 
 
 
Modo 3 – f = 6,01 Hz Modo 4 – f 
 
= 7,11 Hz 
 
 
Modo 5 – f 
 
= 7,40 Hz Modo 6 – f = 9,86 Hz 
 
 
Modo 7 – f = 9,93 Hz Modo 8 – f = 11,30 Hz 
 
 
Modo 9 – f 
 
= 13,74 Hz Modo 10 – f = 15,20 Hz 
 
 
Modo 11 – f = 15,80 Hz Modo 12 – f = 22,07 Hz 
 
 
Modo 13 – f = 23,00 Hz Modo 14 – f = 31,61 Hz 
Figura 5.34 – Fase 1: modos de vibração obtidos por via experimental 
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Saliente-se que esta técnica revelou ser particularmente eficiente na deteção de modos de 
vibração muito próximos, como sucede com as frequências de 7,11 Hz e 7,43 Hz (modos 4 e 5) 
e 9,93 Hz e 9,87 Hz (modos 7 e 6). Para o segundo caso a identificação foi baseada nas curvas 
relativas ao primeiro e segundo valores singulares, respetivamente. 
Na Figura 5.35 apresentam-se os valores da função de auto-correlação MAC dos modos de 
vibração experimentais da fase 1 obtidos por aplicação do método EFDD.  
 
 
Figura 5.35 – Matriz de auto-correlação dos modos de vibração experimentais obtidos por aplicação do 
método EFDD 
A observação da figura, conjuntamente com as configurações modais apresentadas, permitem 
constatar que existem correlações significativas entre os pares de modos 1/5 e 9/11, mas 
sobretudo entre o par de modos 4/8.  
O acoplamento entre alguns dos modos de vibração está relacionado com a importante 
interação dinâmica entre os elementos do arco e o tabuleiro, que faz com que os movimentos 
dos modos de vibração associados ao arco tenham repercussões em movimentos do tabuleiro e 
vice-versa.  
Importa por isso referir, que os modos de vibração atrás identificados poderão estar associados 
a movimentos globais do tabuleiro, mas também a movimentos dos arcos ou movimentos locais 
dos elementos dos arcos ou da consola do passeio. 
É o que sucede com os modos 1 e 5, em que um dos modos está provavelmente associado ao 
movimento transversal do arco que provoca um movimento de torção do tabuleiro, e o outro 
modo está relacionado com o movimento de torção do tabuleiro que por compatibilidade 
origina o movimento transversal da estrutura do arco. O mesmo sucede entre os modos 4 e 8, 
em que um dos modos está associado ao 2º modo de torção do tabuleiro e o outro modo ao 2º 
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modo transversal do arco, e os modos 9 e 11, neste caso devido ao 3º modo de torção do 
tabuleiro e ao 3º modo transversal do arco. 
Este resultado demonstra, por isso, a necessidade em alargar o número e posição dos pontos de 
medida das acelerações, nomeadamente para os elementos dos arcos, já que o posicionamento 
dos sensores nas vigas principais do tabuleiro não foi suficiente para garantir o desacoplamento 
destes pares de modos de vibração.  
Na Figura 5.36 apresentam-se as estimativas do coeficiente de amortecimento, por aplicação do 
método EFDD, considerando os valores calculados com base num conjunto de configurações 
experimentais. 
 
Figura 5.36 – Coeficientes de amortecimento estimados pelo método EFDD 
Desta análise foram excluídos os resultados de algumas das configurações experimentais, tendo 
em consideração dois critérios. O primeiro critério atende ao facto das amplitudes associadas a 
um dado modo de vibração serem distintas ao longo da estrutura, ou seja, existem pontos de 
medida associados a maiores amplitudes e outros pontos onde as amplitudes são pequenas ou 
próximas de zero. Assim, este critério visa excluir, sempre que possível, as configurações 
experimentais com amplitudes reduzidas para um dado modo de vibração. O segundo critério 
permite atender à direção das componentes modais, ou seja, se o modo de vibração tem 
componentes na direção vertical, na direção transversal ou em ambas as direções. Nos modos 
de vibração com componentes essencialmente verticais, a estimativa do amortecimento 
proveniente das configurações experimentais na direção transversal é excluída. O mesmo 
sucede com os modos de vibração com componentes predominantemente transversais, onde a 
estimativa oriunda das configurações experimentais na direção vertical é também excluída. Nos 
modos de vibração com componentes verticais e transversais a informação de todos as 
configurações experimentais é levada em consideração. 
A observação da figura permite concluir que existe uma tendência de diminuição do coeficiente 
de amortecimento com o aumento da frequência de vibração e que é especialmente notória até 
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ao modo de vibração 9. Os modos 1 e 4 apresentam valores do coeficiente de amortecimento 
superiores a 1,0 %, os modos 3 e 4, têm valores maioritariamente no intervalo 0,5 % a 1,0 % e 
os restantes modos de vibração apresentam valores do amortecimento inferiores a 0,5 %.  
5.5.1.1.3. Técnica de adição de ruído 
A técnica de adição artificial de ruído consiste na adição de um sinal aleatório aos registos 
experimentais das acelerações. O sinal aleatório, do tipo ruído branco, segue uma distribuição 
estatística uniforme, com limites inferior e superior iguais a uma percentagem da amplitude 
máxima do registo original (Brincker et al., 2001; Mohanty and Rixen, 2005). 
Recentemente Brehm (2009) aplicou esta técnica na identificação dos parâmetros modais de 
uma ponte ferroviária, em que o ensaio de vibração ambiental foi realizado apenas com 
sensores posicionados na direção vertical. Este facto dificultou a capacidade em distinguir os 
modos de vibração verticais dos modos de vibração transversais. Neste trabalho o autor 
demonstra que os modos de vibração transversais, que têm amplitudes modais na direção 
vertical pequenas comparativamente às dos modos verticais, são mais suscetíveis de serem 
afetados pelo ruído. 
No âmbito do presente trabalho, a técnica de adição de ruído é utilizada na distinção entre os 
modos de vibração do tabuleiro e os modos de vibração dos arcos. 
A aplicação desta técnica envolveu os seguintes passos: i) adição de ruído aleatório aos registos 
experimentais; ii) identificação das frequências e modos de vibração com recurso ao método 
EFDD e iii) análise dos resultados com base no parâmetro MAC. 
A adição de ruído aos registos experimentais foi realizada considerando percentagens de ruído 
iguais a 10 %, 15 % e 20 % da amplitude máxima do registo original. Na Figura 5.37 
apresenta-se, a título exemplificativo, uma parte do registo de acelerações, medido na posição 
de referência 11, sem ruído e com 15 % de ruído adicional. 
 
Figura 5.37 – Registos das acelerações experimentais sem ruído e com 15% de ruído adicional   
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Na Figura 5.38 apresentam-se os valores do MAC dos diferentes modos de vibração em função 
do nível de ruído adicionado aos registos de acelerações medidos, tomando como referência a 
configuração modal associada aos registos experimentais originais.  
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Figura 5.38 – Valores do MAC relativo em função do nível de ruído adicionado aos registos de 
acelerações medidos 
Conforme se pode constatar pela figura, existem modos de vibração cuja configuração modal 
foi bastante afetada pela adição de ruído aos registos, casos dos modos 1, 6, 9 e 10, ao contrário 
de outros modos de vibração que praticamente não sofreram alterações, casos dos modos 2, 3, 4 
e 8. 
A comparação dos valores do MAC para os modos 1 e 5 permite aferir que o modo 1 está 
provavelmente associado ao movimento transversal dos arcos, enquanto o modo 5 envolve 
sobretudo movimentos do tabuleiro. Em relação aos modos 4 e 8, ambos os modos apresentam 
uma boa estabilidade, pelo é difícil retirar qualquer conclusão. No que se refere aos modos 9 e 
11, o modo 9 apresenta uma redução do valor do MAC mais significativa comparativamente ao 
modo 11, pelo que o primeiro estará provavelmente associado a movimentos dos arcos 
enquanto o segundo a movimentos do tabuleiro. 
Os modos 6 e 10, correspondentes ao 3º e 4º modos de flexão vertical do tabuleiro, registaram 
uma importante redução dos valores do MAC, em virtude de apresentarem nodos próximos dos 
pontos de referência fixos do ensaio, pelo que são mais susceptíveis de serem perturbados pela 
adição de ruído.   
Na Figura 5.39 são apresentadas, a título de exemplo, as configurações modais, original e com 
15 % de ruído, relativas aos pares de modos 1/5, 4/8, e 9/11. 
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Modo 1 Modo 5 
 
 
Modo 4 Modo 8 
  
Modo 9 Modo 11 
Figura 5.39 – Configurações dos modos de vibração em função do nível de ruído adicionado  
5.5.1.2. Fase 2 
5.5.1.2.1. Descrição 
A fase 2 do ensaio de vibração ambiental envolveu a medição das acelerações em 35 pontos de 
medida organizados em 7 configurações de medição (Figura 5.40). Os pontos de medida foram 
localizados nas vigas principais do tabuleiro, na consola do passeio, nos arcos e em alguns 
pendurais e diagonais.  
Em cada configuração foram considerados três sensores de referência fixos e nove sensores 
móveis. Os acelerómetros de referência foram posicionados em ambas as vigas principais, 
numa secção entre 1/3 e 1/4 do vão e na direção vertical (posições 11 e 24), e na consola do 
passeio, numa secção próxima de 1/3 do vão e na direção transversal (posição 37). Os sensores 
móveis foram distribuídos pelos restantes pontos de medição. 
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Figura 5.40 – Configurações de medição do ensaio de vibração ambiental (Fase 2)  
A ligação dos acelerómetros aos elementos dos arcos foi realizada com chapas fixas por meio 
de bases magnéticas, no arco, ou através de cantoneiras e abraçadeiras metálicas, nos pendurais 
e diagonais. Os detalhes destas ligações e o posicionamento dos acelerómetros são 
apresentados na Figura 5.41. A instalação dos sensores nos arcos foi limitada a uma altura de 
2,80 m de modo a cumprir a distância de segurança à catenária. 
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a) b) c) 
Figura 5.41 – Acelerómetros na fase 2 do ensaio de vibração ambiental: a) arco; b) pendural e 
c) diagonal 
A seleção dos pendurais e diagonais a monitorizar foi realizada com base em dois pressupostos. 
O primeiro está relacionado com a necessidade em caracterizar o comportamento dinâmico dos 
elementos mais flexíveis dos arcos (diagonais longas e pendurais de 1/2 vão) em virtude da 
eventual interação dos modos locais destes elementos com os modos globais do tabuleiro. O 
segundo está relacionado com a relevância da informação modal dos elementos mais rígidos do 
arco, em particular os pendurais e as diagonais curtas, na caracterização do comportamento 
dinâmico dos arcos, uma vez que estes elementos tendem a acompanhar os movimentos dos 
arcos nas frequências baixas. Este último aspeto tem ainda uma maior relevância atendendo à 
limitação imposta ao posicionamento dos sensores, e que impedem a adequada caracterização 
do movimento dos arcos a cotas mais altas. 
A excitação externa foi assegurada por intermédio da ação de um grupo de pessoas sobre a 
estrutura (Figura 5.42). Os indivíduos executaram saltos de forma aleatória em termos 
temporais. 
 
Figura 5.42 – Excitação forçada da ponte através da ação de pessoas 
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5.5.1.2.2. Identificação dos parâmetros modais 
A – Frequências e modos de vibração 
A identificação das frequências e modos de vibração da ponte foi realizada por intermédio da 
aplicação da versão melhorada do método de decomposição no domínio da frequência (EFDD) 
disponível no programa ARTeMIS. Na Figura 5.43 apresentam-se as curvas dos valores 
singulares médios e normalizados da matriz dos espetros englobando todas as configurações 
experimentais. 
 
Figura 5.43 – Método EFDD: valores singulares médios e normalizados das matrizes dos espetros 
Os picos assinalados correspondem a modos de vibração globais, acoplados e não acoplados, e 
locais da ponte. Para a distinção dos diferentes modos foi essencial a informação proveniente 
dos novos pontos de medida, nomeadamente os pontos localizados nos arcos, diagonais e 
pendurais, e que permitiram escalar os modos de vibração, ou seja, referenciar o movimento do 
tabuleiro em relação ao movimento dos outros elementos da estrutura. Os modos globais 
acoplados surgem geralmente em zonas do espetro onde predominam picos associados a modos 
locais, como sucede, por exemplo, com os picos dos modos 4, 5 e 6. Os modos locais 
assinalados referem-se apenas aos elementos dos arcos onde foram instalados sensores. Os 
picos não assinalados na figura dizem respeito a modos locais dos elementos dos arcos não 
instrumentados, ou mesmo a modos locais dos elementos instrumentados com frequências de 
vibração mais elevadas, como sucede com os intervalos de frequências assinalados na figura 
correspondentes a frequências superiores a 20 Hz. 
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A1 – Modos globais 
Na Figura 5.44 são apresentados os valores médios das frequências de vibração dos modos 
globais, acoplados e não acoplados, e as respetivas configurações modais. Para uma melhor 
compreensão da natureza dos modos de vibração, as suas configurações são apresentadas em 
perspetiva, complementada com um alçado, planta ou vista de topo.  
Os modos globais não acoplados são referentes a movimentos do tabuleiro (modos 2, 3, 7, 8 e 
11) ou dos arcos (modo 1). Os modos globais acoplados são referentes a movimentos do 
tabuleiro (modos 5, 6 e 13) ou dos arcos (modos 4 e 9) associados a movimentos das diagonais 
ou dos pendurais de amplitude significativa. Estes modos têm a sua origem em modos globais 
da estrutura com frequências de vibração próximas das frequências de vibração dos modos 
locais.  
Em particular, o modo 1 envolve o movimento global dos arcos na direção transversal. Os 
modos 2 e 3 são modos globais de flexão do tabuleiro. O modo 5 está associado ao movimento 
de torção do tabuleiro conjuntamente com a vibração de uma diagonal longa. O modo 6 é o 3º 
modo de flexão do tabuleiro acoplado com o modo de vibração de uma diagonal longa. O modo 
7 é um modo global de torção do tabuleiro. Relativamente aos modos 4 e 8, parece evidente 
que o modo 8 envolve movimentos do tabuleiro de maior amplitude comparativamente ao 
modo 4, que por sua vez apresenta movimentos de maior amplitude nos arcos, evidenciando um 
acoplamento com o movimento de uma diagonal longa. O modo 9 envolve essencialmente o 
movimento dos arcos, enquanto o modo 11 apresenta as maiores amplitudes modais no 
tabuleiro. O modo 13 é um modo do tabuleiro acoplado com o modo local de uma diagonal 
longa. 
A natureza dos pares de modos 1-5 e 9-11 está de acordo com as conclusões retiradas da 
aplicação da técnica de adição de ruído na fase 1 do ensaio de vibração ambiental e que 
permitiu concluir que os modos 1 e 11 estavam associados a movimentos dos arcos enquanto os 
modos 5 e 9 a movimentos do tabuleiro. 
A malha de pontos de medida selecionada para o tabuleiro não permitiu a identificação das 
frequências dos modos 10, 12 e 14. A comparação dos valores das frequências que constam na 
Figura 5.34, relativos à fase 1 do ensaio de vibração ambiental, com os valores indicados na 
Figura 5.44, mostra que não existem diferenças significativas entre os valores obtidos nas duas 
fases do ensaio, com exceção do modo 6. 
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Modo 1 – f = 2,34 Hz 
 
 
 
Modo 2 – f = 4,37 Hz 
 
 
 
Modo 3 – f = 6,02 Hz 
 
 
 
 
Modo 4 – f = 7,11 Hz 
 
 
 
Modo 5 – f = 7,43 Hz 
 
 
 
Modo 6 – f = 9,76 Hz 
Figura 5.44 – Fase 2: modos de vibração globais obtidos por via experimental 
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Modo 7 – f = 9,93 Hz 
 
 
 
Modo 8 – f = 11,30 Hz 
 
 
 
Modo 9 – f = 13,76 Hz 
 
 
 
Modo 11 – f = 15,80 Hz 
 
 
 
Modo 13 – f = 23,00 Hz 
Figura 5.44 (cont.) – Fase 2: modos de vibração globais obtidos por via experimental 
Na Figura 5.45 apresentam-se os valores da função de auto-correlação MAC dos modos de 
vibração experimentais da fase 2 obtidos por aplicação do método EFDD.  
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Figura 5.45 – Matriz de auto-correlação dos modos de vibração experimentais obtidos por aplicação do 
método EFDD 
A comparação da Figura 5.45 com a Figura 5.35 permite constatar que os modos de vibração 
surgem agora bastante desacoplados, com exceção dos modos 4 e 8 que ainda apresentam um 
certo grau de correlação. Os pontos de medida localizados nos arcos, diagonais e pendurais, 
permitiram escalar os movimentos do tabuleiro, possibilitando a correta avaliação da natureza 
dos modos de vibração. 
A2 – Modos locais 
No Quadro 5.6 apresentam-se os valores médios das frequências naturais de vibração dos 
modos locais (1L a 12L) e as respetivas configurações modais. As siglas ‘I’ e ‘E’, associadas à 
designação do elemento, referem-se a intradorso e extradorso respetivamente, enquanto os 
números 1 e 2 dão indicações acerca da localização do elemento na ponte, neste caso a sua 
maior proximidade em relação à extremidade do lado de Lisboa ou Porto, respetivamente. 
Os modos locais estão relacionados com a vibração das diagonais e dos pendurais, sem 
movimentos significativos do tabuleiro e dos arcos. Estes modos englobam os modos 
associados à flexão das diagonais longas (modos 1L a 7L), situados na gama de frequências 
entre 6,82 Hz e 9,09 Hz, os modos referentes à flexão dos pendurais a 1/2 vão (modos 8L a 
10L), com frequências entre 10,48 Hz e 11,93 Hz, e os modos associados à flexão das 
diagonais curtas (modos 11L e 12L) com frequências próximas de 19 Hz. Foram ainda 
identificados picos em correspondência com o 2º modo de flexão das diagonais longas, na 
gama de frequências entre 18 Hz e 23 Hz. 
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Quadro 5.6 – Frequências e configurações dos modos locais obtidos através do método EFDD 
B – Coeficientes de amortecimento 
Os coeficientes de amortecimento modais foram estimados com base em duas metodologias, o 
método do decremento logarítmico e o método EFDD. 
O método do decremento logarítmico é baseado na análise dos registos de acelerações em 
vibração livre relativos à passagem de tráfego ferroviário. Este método envolve a aplicação de 
um filtro digital do tipo passa-banda ao registo de aceleração, em torno da frequência do modo 
para o qual se pretende estimar o coeficiente de amortecimento, seguido do ajuste de uma 
função exponencial do tipo a = C.e-ξωt aos máximos do registo filtrado. Na função referida ω é 
a frequência angular, C é uma constante e ξ o coeficiente de amortecimento. 
Modo Elemento 
estrutural 
Tipo de modo de 
vibração 
Frequência 
[Hz] Configuração modal 
1L DLI1 plano xz 6,82 
 
2L DLI1 plano yz 7,76 
 
3L DLI2 plano xz 6,98 
 
4L DLI2 plano yz 8,59 
 
5L DLE2 plano xz 7,48 
 
6L DLE1 plano yz 9,09 
 
7L 
Diagonal 
longa 
DLE1 
flexão 
 
plano xz 8,24 
 
8L PI + PE simétrico 
plano yz 
11,64 
 
9L PI + PE antissimétrico 
plano yz 
11,93 
 
10L 
Pendural 
1/2 vão 
PE 
flexão 
 
plano xz 10,48 
 
11L DCE1 plano yz 18,86 
 
12L 
Diagonal  
curta 
DCE2 
flexão 
 
plano yz 19,23 
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Na Figura 5.46 a), a título exemplificativo, apresenta-se o registo da aceleração vertical do 
tabuleiro, numa secção de referência, para a passagem do comboio Alfa Pendular a uma 
velocidade de 182 km/h (AP182), tendo-se assinalado as parcelas referentes à vibração forçada 
e à vibração livre. Na Figura 5.46 b) apresentam-se os espetros de potência relativos à parcela 
em vibração livre para a passagem de dois comboios Alfa Pendular (AP182 e AP186) e um 
comboio Intercidades (IC161). 
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Figura 5.46 – Método do decremento logarítmico: a) registo de acelerações para a passagem do comboio 
Alfa Pendular AP182; b) espetros de potência das parcelas de vibração livre dos comboios AP182, 
AP186 e IC161 
A observação da figura permite concluir que os modos de vibração com maiores contributos 
para a resposta dinâmica em vibração livre são os modos 2 e 3. No caso do comboio Alfa 
Pendular, a amplitude do modo 3 assume uma maior preponderância relativamente à amplitude 
do modo 2, ao contrário do que sucede para o comboio Intercidades. Os restantes modos de 
vibração da ponte apresentam amplitudes reduzidas o que dificulta a estimativa dos respetivos 
coeficientes de amortecimento. 
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Na Figura 5.47 ilustra-se a aplicação deste método na determinação dos coeficientes de 
amortecimento dos modos de vibração 2 e 3, considerando 15 ciclos da zona inicial ou de uma 
zona intermédia da resposta em vibração livre.  
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Figura 5.47 – Aplicação do método do decremento logarítmico na determinação dos coeficientes de 
amortecimento relativos ao: a) modo 2; b) modo 3 
Os valores dos coeficientes de amortecimento modais obtidos para os modos 2 e 3 encontram-
se indicados no Quadro 5.7. 
Quadro 5.7 – Coeficientes de amortecimentos dos modos 2 e 3 em função do nível de vibração 
Coeficientes de amortecimento ξ (%) 
Modo de vibração Comboio 
zona inicial zona intermédia 
AP 182 1,34 1,12 
AP 186 1,35 1,14 2 
IC 161 1,55 1,45 
AP 182 0,77 0,74 
AP 186 0,83 0,80 3 
IC 161 0,83 0,79 
A observação da tabela permite constatar que os valores dos coeficientes de amortecimento 
calculados considerando a zona inicial da resposta em vibração livre são superiores aos 
calculados considerando uma zona intermédia, nomeadamente para o modo de vibração 2. Este 
resultado corrobora a tendência de crescimento do amortecimento com o aumento do nível de 
vibração. Os valores dos coeficientes de amortecimento mostram ainda uma reduzida 
variabilidade em função do tipo e velocidade do comboio. Verifica-se ainda que os valores dos 
coeficientes de amortecimento modais são superiores ao especificado na EN1991-2 (2003) para 
pontes com tabuleiro misto aço-betão e vãos superiores a 20 m, que é de 0,5%. 
Na Figura 5.48 encontram-se resumidos os valores dos coeficientes de amortecimento 
estimados pelo método EFDD para ambas as fases do ensaio de vibração ambiental. São ainda 
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apresentadas as estimativas dos coeficientes de amortecimento dos modos 2 e 3 resultantes da 
aplicação do método do decremento logarítmico. 
 
Figura 5.48 – Comparação dos coeficientes de amortecimento estimados pelo método EFDD e por 
aplicação do método do decremento logarítmico 
As estimativas dos coeficientes de amortecimento obtidas pelo método EFDD em ambas as 
fases do ensaio de vibração ambiental são muito próximas para todos os modos analisados, com 
exceção do modo 1. Para este modo as estimativas dos coeficientes de amortecimento obtidas 
na fase 1 são bastante superiores às obtidas na fase 2. Atendendo a que o modo 1 envolve 
sobretudo movimentos dos arcos, a fase 2 fornece possivelmente a melhor estimativa do 
coeficiente de amortecimento uma vez que incluiu um número significativo de pontos de 
medida ao nível dos arcos. Os valores de amortecimento obtidos através do método do 
decremento logarítmico para os modos 2 e 3 enquadram-se dentro dos limites de variação do 
amortecimento estimado pelo método EFDD em ambas as fases. 
Na Figura 5.49 apresentam-se as estimativas dos coeficientes de amortecimento dos modos 
locais dos arcos obtidas através do método EFDD para as diferentes configurações 
experimentais. Os resultados obtidos demonstram que os valores dos coeficientes de 
amortecimento dos modos locais apresentam uma reduzida dispersão e situam-se, regra geral, 
entre 0,10 % e 0,30 %. 
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Figura 5.49 – Coeficientes de amortecimento dos modos de vibração locais estimados pelo método 
EFDD 
5.5.2. Ensaio dinâmico da via 
O ensaio dinâmico da via consistiu num ensaio de recetância, realizado num troço de via-férrea 
sobre a ponte, e teve como principal objetivo a identificação das propriedades dinâmicas da via, 
nomeadamente as frequências naturais, os modos de vibração e os coeficientes de 
amortecimento. 
5.5.2.1. Descrição 
O ensaio dinâmico da via consistiu na aplicação de sucessivos impulsos na cabeça do carril, 
através de um martelo instrumentado, e a monitorização da via-férrea e da ponte, por 
intermédio de acelerómetros (Figura 5.50). 
 
 
a) b) 
Figura 5.50 – Ensaio dinâmico da via: a) acelerómetros; b) martelo instrumentado 
Os acelerómetros foram posicionados no carril de extradorso e nas extremidades de três 
travessas (T1, T2 e T3). Adicionalmente foi também colocado um acelerómetro na viga 
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principal do tabuleiro, próximo da secção de 1/5 do vão. Na Figura 5.51 ilustra-se, de forma 
esquemática, o posicionamento dos sensores utilizados no ensaio. 
Os acelerómetros do carril, da marca PCB e modelo 603C01, foram fixos à alma do carril 
através de cantoneiras metálicas. Os acelerómetros instalados nas travessas e na viga lateral, da 
marca PCB e modelo 393A03, foram fixos por intermédio de chapas metálicas coladas. Todos 
os acelerómetros foram posicionados na direção vertical, com exceção do acelerómetro A11, 
que foi instalado na direção transversal. Este acelerómetro possibilita a identificação das 
frequências transversais da via, que porventura poderão ser mobilizadas devido à dificuldade 
em garantir a verticalidade dos impulsos aplicados. As principais características técnicas dos 
acelerómetros são descritas no Quadro 5.5. 
 
Figura 5.51 – Pontos instrumentados no ensaio dinâmico da via 
No ensaio foi utilizado um martelo de impulsos, da marca PCB e modelo 086C42, cujas 
características técnicas são apresentadas no Quadro 5.8. No martelo foi instalada uma cabeça 
de borracha com uma dureza média. 
Os impulsos foram aplicados através de duas técnicas distintas. A primeira técnica consistiu na 
aplicação aleatória dos impulsos em ambos os carris e também nas travessas. A segunda técnica 
baseou-se na aplicação dos impulsos em pontos predefinidos do carril de extradorso, 
nomeadamente nas secções do carril sobre as travessas e no vão entre as travessas. 
O número total de impulsos aplicados em cada medição situou-se entre 100 e 150. O intervalo 
de tempo entre impulsos rondou os 0,5 s por forma a assegurar o amortecimento do sistema, e 
ao mesmo tempo garantir uma adequada relação sinal/ruído ao longo da medição. 
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Quadro 5.8 – Características gerais do martelo de impulsos 
Martelo de impulsos 
 
Marca / modelo PCB/ 086C42 
Massa (kg) 5,50 
Sensibilidade (kN/V) 4,348 
Gama de medição (kN) ± 22,24 
Cabeças de impacto 
Borracha:  
- muito macia (até 250 Hz); 
- macia (até 350 Hz); 
- média (até 650 Hz); 
- dura (até 750 Hz). 
A aquisição de dados foi realizada através do sistema cDAQ-9172 da National Instruments, 
tendo-se recorrido aos módulos NI 9233 para acelerómetros do tipo IEPE e ao módulo de 
aquisição de sinais em tensão NI 9233 para a leitura do sinal proveniente do martelo de 
impulsos. A frequência de amostragem foi igual a 2500 Hz. 
5.5.2.2. Resultados 
Na Figura 5.53 apresentam-se, a título exemplificativo, os registos temporais da força e das 
acelerações medidas no carril e na travessa, considerando a aplicação sucessiva de um conjunto 
de impulsos sobre o apoio da travessa T1. É também representado um pormenor das respostas 
medidas para a aplicação de um impulso. 
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Figura 5.52 – Registos temporais da força aplicada no carril pelo martelo, próximo do apoio da travessa 
T1, e das acelerações medidas no carril (A6) e na travessa (A0)  
Na Figura 5.53 apresentam-se os registos da força e os respetivos espetros de potência, por 
aplicação de um impulso sobre o apoio da travessa T2 e no vão entre as travessas T2 e T3.  
 
 
Figura 5.53 – Registos da força e respetivos espetros de potência, considerando a aplicação dos 
impulsos no carril, no apoio da travessa T2 e no vão entre as travessas T2 e T3 
A observação da figura, nomeadamente dos espetros de potência, permite constatar que as 
amplitudes do espetro do martelo tendem a diminuir com o aumento da frequência. A 
informação proveniente do martelo foi truncada a uma frequência igual a 250 Hz, tendo em 
consideração que uma diminuição da amplitude do espetro acima de -10 dB indicia que os 
valores da força são pouco consistentes (Man, 2002). 
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5.5.2.3. Identificação dos parâmetros modais 
A identificação dos parâmetros modais da via foi realizada por aplicação de duas técnicas 
distintas, uma técnica baseada na análise das respostas medidas e uma técnica baseada na 
análise das funções de resposta em frequência. Os resultados, para ambas as técnicas, são 
apresentados na gama de frequências entre 0 Hz e 350 Hz. 
A - Técnica baseada nas respostas medidas 
A técnica baseada na análise das acelerações medidas, também designada por técnica ‘output-
only’, é tradicionalmente utilizada no contexto da identificação das propriedades dinâmicas das 
estruturas de Engenharia Civil. A aplicação desta técnica à via ferroviária, que tem 
características particulares de rigidez e amortecimento, tem um carácter inovador e condicionou 
algumas das opções do ensaio, nomeadamente em termos da excitação do sistema. 
Assim, a excitação da via foi assegurada através de martelos de impulsos em virtude da 
excitação ambiental, no caso de sistemas de rigidez elevada, não ser suficiente para originar 
níveis de vibração suscetíveis de serem detetados pelo sistema de medição. Esta excitação foi 
aplicada de forma aleatória sobre os carris e travessas por forma a mobilizar o maior número 
possível de modos de vibração dos diversos componentes da via. Existiu também o cuidado de 
controlar os intervalos de tempo entre os impulsos de modo a evitar que o sistema permaneça 
em repouso durante longos intervalos de tempo. 
A identificação dos parâmetros modais da via foi realizada por aplicação do método estocástico 
em sub-espaços baseado em séries temporais SSI-DATA, variante UPC, disponível no 
programa ARTeMIS. 
Na Figura 5.54 apresenta-se o diagrama de estabilização relativo ao ensaio dinâmico da via que 
foi estimado com modelos de ordem compreendida entre 1 e 150. Os alinhamentos verticais de 
pontos vermelhos (modos estáveis) permitem identificar as frequências naturais da via. A 
definição destes pontos foi baseada num critério de estabilização que admite uma variação 
máxima igual a 0,01 Hz para as frequências, 0,01 % para o coeficiente de amortecimento e 0,05 
para o MAC. A cor amarela são apresentados os valores singulares normalizados com base nos 
quais é possível determinar a ordem do modelo de estado que melhor representa o sistema 
(Magalhães, 2003). 
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Figura 5.54 – Diagramas de estabilização do ensaio dinâmico da via resultantes da aplicação do método 
SSI-DATA na gama de frequências entre 0 Hz e 350 Hz 
Na Figura 5.55 apresentam-se as configurações modais em correspondência com algumas das 
frequências identificadas no ensaio dinâmico da via, obtidas por aplicação do método SSI-
DATA. É ainda indicado, entre parêntesis, o valor médio do coeficiente de amortecimento de 
cada modo de vibração. 
 
 
Modo 1V – f = 83,8 Hz (ξ = 16,5 %) Modo 2V – f = 122,9 Hz (ξ = 13,7 %) 
 
 
Modo 3V – f  = 126,8 Hz (ξ = 6,2 %) Modo 4V – f  = 142,2 Hz (ξ = 13,3 %) 
Figura 5.55 – Modos de vibração da via obtidos por via experimental 
Os modos identificados envolvem essencialmente movimentos da camada de balastro na gama 
de frequências entre 80 Hz e 150 Hz. O modo 1V é um modo associado ao movimento das 
travessas sobre o balastro na direção transversal ao eixo da via. Os modos 2V, 3V e 4V são 
também modos associados ao movimento das travessas sobre o balastro mas na direção 
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vertical. Em particular, o modo 2V é um modo de rotação transversal, o modo 3V é um modo 
de translação e o modo 4V é um modo de rotação longitudinal.  
Os modos 1V e 2V apresentam configurações modais muito semelhantes na direção vertical. A 
distinção entre estes dois modos foi realizada com base na informação proveniente do 
acelerómetro posicionado na direção transversal. A amplitude da componente transversal do 
modo 1V é superior à do modo 2V, o que permite, de certa forma, escalar as componentes 
verticais de ambos os modos e assim facilitar a identificação de cada modo. 
Os valores dos coeficientes de amortecimento são elevados e situaram-se entre 6,2 % e 16,5 %.  
B - Técnica baseada em funções de resposta em frequência 
A técnica baseada na análise das funções de resposta em frequência, também designada por 
técnica ‘input-output’, pressupõe o conhecimento da força aplicada (‘input’) e das respostas 
medidas (‘output’). Esta técnica clássica tem sido utilizada com sucesso por inúmeros autores 
na identificação das propriedades dinâmicas da via, sendo de destacar os trabalhos realizados 
por Knothe e Wu (1998), Man (2002), Kaewunruen e Remennikov (2007) e Lombaert e 
Degrande (2008). 
A aplicação desta técnica envolveu o tratamento dos sinais experimentais e o cálculo das 
funções de resposta em frequência. 
O tratamento dos sinais experimentais consistiu na divisão dos registos das forças e das 
acelerações num conjunto de eventos isolados, sendo que cada evento corresponde a uma 
pancada do martelo de impulsos. Este procedimento foi efetuado através de um algoritmo que 
permite identificar um valor de pico da força e guardar num vetor os registos experimentais 
alguns instantes antes e após o pico ocorrer. A aplicação desta metodologia tem como objetivo 
eliminar partes dos registos para as quais a relação sinal/ruído é baixa. 
Na Figura 5.56 apresentam-se, a título exemplificativo, os registos temporais das forças e das 
acelerações relativas a um evento isolado. Cada evento engloba 2 fases distintas: a fase 1 
correspondente ao tempo de vibração forçada da via durante o contacto com o martelo e a 
fase 2 referente ao período de vibração livre. A duração total de cada evento é em média 
aproximadamente igual a 0,040 s. 
Com base nos registos de cada evento isolado é calculada a respetiva função de resposta em 
frequência em termos de função de recetância, mobilidade ou inertância, de acordo com as 
definições incluídas no Quadro 2.3. 
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Figura 5.56 – Registos temporais relativos a um único evento: a) força aplicada pelo martelo; 
b) acelerações medidas no carril e na travessa 
Na Figura 5.57 apresentam-se os valores das funções de recetância, mobilidade e inertância, 
relativos a 50 eventos isolados e o respetivo valor médio, representado a cor vermelha, obtidos 
com base nas respostas dinâmicas do carril e por aplicação dos impulsos no carril sobre o apoio 
da travessa T2, na gama de frequências entre 0 Hz e 300 Hz. 
Na função de recetância são visíveis picos, com frequências entre 100 e 150 Hz, associados a 
modos de vibração da via. Nesta função são ainda visíveis diversos picos, com frequências 
inferiores a 80 Hz, associados a modos de vibração globais da ponte e a modos de vibração 
locais da laje do tabuleiro. O aparecimento destes picos é justificado pelo facto do ensaio 
dinâmico da via ter sido realizado sobre o tabuleiro. 
Nas funções de mobilidade e inertância os picos associados aos modos de vibração da via 
aparecem destacados comparativamente aos picos relativos aos modos da ponte. No caso 
particular da função de inertância surgem ainda picos, com frequências entre 200 e 250 Hz, 
associados a modos de vibração das travessas. 
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c) 
Figura 5.57 – Valores das funções de resposta em frequência, relativos a 50 eventos isolados e ao valor 
médio, obtidos com base nas respostas dinâmicas do carril e por aplicação dos impulsos  no carril sobre 
o apoio da travessa T2, na gama de frequências entre 0 Hz e 300 Hz, em termos de: a) recetância; 
b) mobilidade; c) inertância  
Na Figura 5.58 são apresentados os valores médios da mobilidade obtidos a partir das respostas 
dinâmicas medidas no carril e na travessa, por aplicação de impulsos no carril sobre o apoio da 
travessa T2 e nos vãos entre as travessas T1-T2 e T2-T3, na gama de frequências entre 0 Hz e 
350 Hz. 
A observação dos gráficos permite constatar a presença de três importantes picos, dois deles 
visíveis na Figura 5.58 a), com frequências iguais a 117,2 Hz e 129,4 Hz, e o terceiro visível na 
Figura 5.58 b), com uma frequência igual a 144,0 Hz. Estes picos correspondem aos três modos 
de vibração da via que envolvem movimentos da camada de balastro. 
T2T2
T2
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a) b) 
Figura 5.58 – Valores médios da mobilidade obtidos a partir das respostas dinâmicas do carril e da 
travessa, na gama de frequências entre 0 Hz e 350 Hz, por aplicação de impulsos no carril: a) sobre o 
apoio da travessa T2; b) nos vãos entre as travessas T1-T2 e T2-T3 
Os valores da função de coerência (γ2) entre as forças aplicadas (F) e as respostas medidas na 
via (R) são apresentados na Figura 5.59 e foram calculados através da seguinte expressão: 
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=  (5.7) 
onde SFR representa o espetro cruzado entre as forças aplicadas e a resposta e SFF e SRR 
representam os auto espetros relativos às forças e respostas, respetivamente. 
Conforme se pode constatar pela figura os valores da coerência situam-se próximos de 0,9-1,0 
em toda a gama de frequências, com exceção do intervalo de frequências entre 0 Hz e 25 Hz e 
acima dos 320 Hz. 
 
Figura 5.59 – Valores da função de coerência entre as forças aplicadas e as respostas da via na gama de 
frequências entre 0 Hz e 350 Hz 
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C – Análise comparativa 
No Quadro 5.9 apresenta-se uma comparação entre as frequências estimadas por aplicação da 
técnica ‘input-output’ e da técnica ‘output-only’, bem como das respetivas diferenças 
percentuais (ε) tomando como referência as frequências obtidas pela técnica ‘output-only’. 
Quadro 5.9 – Comparação das frequências naturais de vibração obtidas por intermédio das técnicas 
‘input-output’ e ‘output-only’ 
Os valores das frequências obtidos por intermédio da técnica ‘input-output’ são muito 
semelhantes aos valores obtidos através da técnica ‘output-only’, com diferenças inferiores a 
5 %. Refira-se, no entanto, que a técnica ‘input-output’ não conseguiu identificar o modo de 
vibração 1V que foi identificado pela técnica ‘output-only’. 
5.5.3. Ensaio de caracterização do betão baseado em ultra-sons 
A caracterização experimental do módulo de deformabilidade do betão do tabuleiro da ponte de 
São Lourenço foi realizada através de um ensaio baseado em ultra-sons (Naik et al., 2004). Este 
ensaio não destrutivo é uma alternativa às técnicas clássicas de determinação do módulo de 
deformabilidade do betão baseadas na recolha de amostras, através da extração de carotes, e seu 
posterior ensaio em laboratório. 
5.5.3.1. Descrição 
O ensaio de ultra-sons é baseado na determinação da velocidade de propagação das ondas 
ultrassónicas entre dois pontos de medida. As ondas ultrassónicas são geradas num ponto do 
elemento em estudo, através de um transdutor emissor, atravessam o betão e são captadas por 
um transdutor recetor posicionado noutro ponto do elemento (Figura 5.60).  
O tempo (t) despendido pela primeira onda a percorrer a distância (L) entre os dois pontos 
selecionados é medido e registado no equipamento de ensaio. A primeira onda rececionada 
corresponde à onda mais rápida, ou seja, a onda de compressão ou onda P. A velocidade de 
propagação das ondas de compressão (VP) é calculada pela seguinte expressão: 
Frequência [Hz] 
Modo Tipo de modo de vibração 
‘output-
only’ 
‘input-
output’ ε [%] 
2V rotação transversal 122,9 117,2 - 4,6 
3V translação vertical 126,8 129,4 + 2,1 
4V 
Movimento das 
travessas sobre 
o balastro 
rotação longitudinal 142,2 144,0 + 1,3 
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t
LVP =  (5.8) 
O equipamento de ensaio é constituído por uma unidade central e dois transdutores, o emissor e 
o recetor. A unidade central incorpora um gerador de ondas, um circuito para a leitura do 
tempo, um amplificador dos sinais recebidos e um ecrã para a visualização dos resultados 
(Figura 5.60).  
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Figura 5.60 – Ensaio de ultra-sons do betão (adaptado de Naik et al. (2004)) 
O ensaio de ultra-sons do betão pode ser realizado em três configurações distintas em função 
do tipo de mecanismo de transmissão das ondas: a transmissão direta, a transmissão semi-direta 
e a transmissão indireta ou superficial (Figura 5.61). 
 
 
 
a) b) c) 
Figura 5.61 – Mecanismos de transmissão: a) direta; b) semi-direta; c) indireta   
Na transmissão direta os transdutores são posicionados em faces opostas da peça segundo o 
mesmo alinhamento. Este tipo de transmissão é a recomendada na maioria das aplicações em 
virtude da elevada energia transmitida e da amplitude dos sinais recebidos. Na transmissão 
semi-direta os transdutores são posicionados em faces adjacentes do elemento e a uma distância 
próxima. Este tipo de transmissão é utilizado em situações onde há necessidade de evitar zonas 
de concentração de armaduras. Na transmissão indireta os transdutores são posicionados na 
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mesma face do elemento devido à impossibilidade de serem colocados noutra qualquer face. 
Este tipo de transmissão é muitas vezes utilizado na determinação da profundidade de fissuras 
no betão. 
O módulo de deformabilidade dinâmico do betão (Ec,dyn) pode ser diretamente correlacionado 
com a velocidade de propagação das ondas de compressão, admitindo um meio elástico, 
homogéneo e de dimensões infinitas, através da seguinte expressão: 
( )( )
( ) 2
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dync
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υυρ
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=  (5.9) 
onde υc,dyn é o coeficiente de Poisson dinâmico do betão e ρc é a densidade do betão. Embora na 
realidade os elementos de betão constituam um meio heterogéneo e de dimensões finitas, ao 
garantir-se uma distância de percurso das ondas superior a 100-150 mm e uma dimensão na 
direção perpendicular à propagação adequada, a Expressão (5.9) constituí uma boa 
aproximação da solução do problema (BS 1881, 1986). 
5.5.3.2. Aplicação 
O ensaio de ultra-sons do betão foi realizado em seis pares de pontos de medição, na viga 
lateral de extradorso, e em dois pares de pontos de medição, no maciço de encabeçamento do 
arco. Nesta aplicação foi utilizado um equipamento da marca PROCEQ, modelo Tico 
(PROCEQ, 2011) e adotou-se uma técnica de transmissão direta.  
  
a) b) 
Figura 5.62 – Ensaio de ultra-sons do betão: a) viga lateral; b) maciço de encabeçamento do arco 
Na Figura 5.62 ilustra-se a execução do ensaio de ultra-sons na viga lateral e no maciço de 
encabeçamento do arco. São também identificados os mecanismos de transmissão da primeira 
onda a chegar ao recetor para cada uma das situações. 
Modelação numérica e calibração experimental da ponte ferroviária de São Lourenço 
5.65 
O mecanismo de transmissão na viga lateral envolve o atravessamento das bainhas que contêm 
os cabos de pré-esforço e estão parcialmente preenchidas com calda de cimento, enquanto o 
mecanismo de transmissão no maciço de encabeçamento do arco não é influenciado pelas 
armaduras. O contacto dos transdutores com a superfície do betão condicionou o número e 
posição dos pontos de medição em virtude da existência de irregularidades, nomeadamente na 
face superior das vigas laterais. O contacto dos transdutores com a superfície do betão foi 
garantido por aplicação de uma fina camada de sabão líquido. A deteção das armaduras foi 
realizada por intermédio de um sistema de deteção laser da marca Hilti, modelo Ferroscan 
PS200 (HILTI, 2011). 
5.5.3.3. Resultados 
Na Figura 5.63 apresentam-se os valores do tempo de propagação das ondas de compressão 
registados nas 6 posições de medição da viga lateral (P1 a P6), sendo que em cada posição 
foram realizadas 5 determinações num total de 30 determinações.  
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Figura 5.63 – Valores do tempo de propagação dos ultra-sons em diferentes localizações da viga lateral 
do tabuleiro 
Os tempos medidos variam entre 189,7 µs, na posição P2, e 192,9 µs na posição P4. No que se 
refere ao maciço de encabeçamento do arco os tempos de propagação das ondas apresentaram 
uma menor variabilidade e situaram-se entre os 127,3 µs e 127,6 µs. Neste elemento foram 
realizadas 7 determinações nas 2 posições de medição consideradas. 
O módulo de deformabilidade dinâmico do betão foi estimado com base numa simulação 
estocástica realizada a partir de 104 amostras. Nesta simulação as variáveis aleatórias 
consideradas foram a massa volúmica e o coeficiente de Poisson dinâmico do betão, a largura 
(l1) ou altura (l2) do elemento e o tempo de propagação das ondas. No caso do mecanismo de 
transmissão na viga lateral foram também consideradas como variáveis aleatórias a relação 
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entre a velocidade de propagação das ondas no aço e betão (r) e a distância percorrida pelas 
ondas no atravessamento de cada cabo de pré-esforço (lS). 
As Expressões (5.10) e (5.11) permitem determinar o módulo de deformabilidade dinâmico do 
betão para os mecanismos de transmissão da viga lateral e do maciço de encabeçamento do 
arco, respetivamente. No caso do mecanismo de transmissão da viga lateral assumiu-se que as 
ondas percorrem uma distância igual a 2lS à velocidade de propagação no aço, VP,s , e uma 
distância igual a l2-2lS à velocidade de propagação no betão, VP,c. 
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No Quadro 5.10 são descritas as variáveis aleatórias utilizadas na simulação estocástica tendo 
em vista a determinação do módulo de deformabilidade dinâmico do betão. A descrição inclui a 
designação da variável, as características da distribuição estatística e a respetiva unidade. Os 
limites inferior e superior das distribuições estatísticas do tipo normal foram obtidos subtraindo 
ou somando ao valor médio, o valor correspondente a duas vezes o desvio-padrão. 
Para a massa volúmica do betão considerou-se uma distribuição estatística do tipo normal com 
um valor médio igual a 2446,5 kg/m3 e um coeficiente de variação igual a 4 % (JCSS, 2001). O 
coeficiente de Poisson dinâmico do betão pode tomar valores no intervalo entre 0,18 e 0,22 
(Kumar et al., 2005). A geometria das secções, largura e altura, apresentam uma distribuição 
estatística normal com o valor médio igual ao valor nominal e um desvio-padrão igual a 5 mm 
e 10 mm respetivamente (Wisniewski, 2007). Os valores do desvio-padrão adotados refletem, 
de certo modo, as indicações da norma NP EN 12504-4 (2007) relativamente à distância entre 
os transdutores ser avaliada com uma exatidão de ± 1 %. A relação entre a velocidade de 
propagação das ondas no aço e no betão pode tomar valores no intervalo entre 1,40 a 1,70 
(Naik et al., 2004). A distância percorrida pelas ondas no atravessamento de cada cabo de pré-
esforço (ls) depende do diâmetro do cabo e da forma como a onda realiza o seu atravessamento. 
Em relação ao tempo de propagação das ondas foi assumida uma distribuição uniforme 
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considerando como limites inferior e superior os valores mínimo e máximo obtidos por via 
experimental. 
Quadro 5.10 – Caracterização das variáveis aleatórias utilizadas na simulação estocástica para a 
determinação do módulo de deformabilidade do betão 
Distribuição estatística 
Variáveis Descrição 
Tipo Valor médio / desvio-padrão 
Limites  
(inferior /superior) 
Unidade 
ρ c Massa volúmica do betão normal 2446,5 / 97,9 2285,9 / 2607,1 kg/m3 
ν c,dyn 
Coeficiente de Poisson 
dinâmico do betão uniforme 0,20 / 0,012 0,18 / 0,22 - 
l1 Largura normal 0,60 / 0,005 0,592 / 0,608 m 
l2 Altura normal 0,95 / 0,010 0,934 / 0,966 m 
r Relação VP,s / VP,c uniforme 1,55 / 0,087 1,40 / 1,70 - 
lS 
Distância percorrida 
em cada cabo de pré-
esforço 
uniforme 0,075 / 0,009 0,060 / 0,090 m 
Viga  uniforme 191,3 / 0,92 189,7 / 192,9 µs 
t 
Tempo de 
propagação 
das ondas Maciço  uniforme 127,5 / 0,09 127,3 / 127,6 µs 
O valor do módulo de deformabilidade estático do betão (Ec,sta) é obtido a partir do valor do 
módulo de deformabilidade dinâmico dividido por uma constante empírica (k) que depende da 
velocidade de propagação das ondas e pode ser determinada com base nas indicações da norma 
BS 1881 (1986). Para valores da velocidade de propagação das ondas próximos dos registados 
nos ensaios, ou seja, dentro do intervalo 4500 a 5000 m/s, o valor de k situa-se entre 1,25 e 1,12 
respetivamente. 
Na Figura 5.64 são apresentadas as estimativas dos valores do módulo de deformabilidade 
estático do betão, obtidos a partir da simulação estocástica, para a viga principal do tabuleiro e 
o maciço do arco respetivamente. É ainda apresentada a lei de distribuição normal que melhor 
se ajusta aos resultados da simulação. 
Na viga lateral o módulo de deformabilidade do betão segue uma lei de distribuição normal 
com valor médio igual a 42,8 GPa e um coeficiente de variação de 6,7 %. No maciço do arco o 
valor médio do módulo de deformabilidade do betão é igual a 43,1 GPa e apresenta um 
coeficiente de variação de 5,2 %. Os resultados revelaram ainda que ambas as estimativas do 
módulo de deformabilidade do betão conduziram a valores médios bastante superiores ao valor 
médio do módulo de deformabilidade calculado para um betão da classe C35/45 à data da 
campanha experimental, ou seja, 38,7 GPa (secção 5.3.2.1). 
Capítulo 5 
5.68 
 
 
a) b) 
Figura 5.64 – Estimativa do módulo de deformabilidade estático do betão: a) viga lateral; b) maciço do 
arco 
5.6. CALIBRAÇÃO DO MODELO NUMÉRICO DA VIA 
A calibração do modelo numérico da via foi realizada com base nos resultados do ensaio 
dinâmico da via (5.5.2) e foi realizada separadamente da calibração do modelo da ponte. A 
corroborar esta estratégia está o facto dos dois sistemas, via e ponte, apresentarem propriedades 
dinâmicas muito distintas, como demonstram os valores das frequências de vibração obtidos 
por via experimental. 
O processo de calibração do modelo numérico envolveu três etapas: a análise de sensibilidade, 
a otimização e a análise de correlação. A técnica adotada para o emparelhamento dos modos de 
vibração numéricos e experimentais será também abordada. 
5.6.1. Emparelhamento dos modos de vibração 
Na Figura 5.65 são identificados os clusters utilizados no modelo numérico da via, em 
correspondência com as travessas, balastro (zona central 1 e 2, e zonas laterais) e restantes 
elementos.  
Os clusters adotados permitiram separar as zonas da via instrumentadas das zonas da via não 
instrumentadas. O cluster travessas reúne as três travessas da zona central do modelo onde se 
localizaram os pontos de medição. O cluster balastro compreende três zonas distintas: i) a zona 
de balastro sob as travessas centrais, denominada zona central 1; ii) a zona de balastro sob as 
restantes travessas, denominada zona central 2, e iii) a zona de balastro que engloba as 
banquetas laterais, designada por zonas laterais. 
Valor médio = 42,8 GPa  
CV = 6,7 % 
Valor médio = 43,1 GPa  
CV = 5,2 % 
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Figura 5.65 – Identificação dos clusters utilizados no emparelhamento dos modos de vibração  
Na Figura 5.66 apresentam-se os valores da energia de deformação modal relativa para os 
diferentes clusters e considerando 160 modos de vibração do modelo inicial, calculados por 
aplicação da Expressão (4.45). Refira-se que os clusters envolvendo o balastro foram divididos 
nos sub-clusters dos graus de liberdade associados às direções x e y, de acordo com o 
referencial apresentado na Figura 5.65, e o cluster travessas incorpora apenas os graus de 
liberdade associados à direção y. Todos os restantes graus-de-liberdade do modelo foram 
incluídos no cluster restantes elementos. 
 
 
Figura 5.66 – Valores da MSE relativa para os diferentes clusters e modos de vibração, obtidos com 
base no modelo numérico inicial da via 
Uma parcela importante da energia do sistema, em particular a partir do modo 30, está 
associada a movimentos das zonas laterais do balastro, facto que está relacionado com a 
presença de inúmeros modos locais do balastro que foram identificados na análise modal do 
modelo da via (5.4.2). 
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Os clusters utilizados no cálculo do parâmetro EMAC são os clusters 1, 2 e 3, em 
correspondência com as zonas da via onde foram localizados os sensores e de acordo com a 
direção das medições.  
No caso do modo de vibração 1, os valores de MAC foram ponderados apenas pela energia do 
cluster 2, uma vez que se trata de um modo na direção transversal à via. No caso dos modos 
experimentais 2 e 3 os valores de MAC foram ponderados pela energia associada aos clusters 1 
e 3, atendendo tratar-se de um modo na direção vertical. Relativamente ao modo de vibração 4, 
os valores de MAC foram ponderados pela energia dos clusters 1, 3 e 5. A inclusão do cluster 5 
é justificada por tratar-se de um modo com uma configuração de onda longitudinal e que se 
desenvolve em toda a extensão da zona central da via.  
Na Figura 5.67 apresentam-se as matrizes de correlação MAC e EMAC dos modos de vibração 
obtidos por via experimental e numérica. Para facilitar a visualização, cada matriz de 
correlação foi dividida em 2 sub-matrizes, a primeira referente aos modos numéricos 1 a 80, e a 
segunda referente aos modos numéricos 81 a 160. Os resultados demonstram que o parâmetro 
EMAC facilitou o emparelhamento dos modos de vibração. 
 
a) 
 
b) 
Figura 5.67 – Correlação dos modos de vibração experimentais e numéricos com base no parâmetro: 
a) MAC; b) EMAC 
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No Quadro 5.11 realiza-se uma comparação dos modos numéricos selecionados com base nos 
parâmetros MAC e EMAC. 
Quadro 5.11 – Análise comparativa dos modos numéricos selecionados com base nos parâmetros MAC 
e EMAC 
Modo 
experimental MAC 
EMAC 
  
1 
Modo 11 
(f = 93,13 Hz; MAC = 0,992) 
Modo 1 
(f = 77,90 Hz; MAC = 0,887) 
 
 
2 
Modo 117 
(f = 126,45 Hz; MAC = 0,959) 
Modo 87 
(f = 122,15 Hz; MAC = 0,886) 
  
3 
Modo 70 
(f = 118,83 Hz; MAC = 0,972) 
Modo 70 
(f = 118,83 Hz; MAC = 0,972) 
  
4 
Modo 138 
(f = 129,73 Hz; MAC = 0,838) 
Modo 138 
(f = 129,73 Hz; MAC = 0,838) 
O emparelhamento com base nos parâmetros MAC e EMAC conduziu a resultados distintos no 
caso dos modos experimentais 1 e 2, e ao mesmo resultado para os modos experimentais 3 e 4. 
No caso do modo experimental 1, o valor de MAC mais elevado corresponde a um modo de 
vibração onde ocorrem, essencialmente, movimentos das travessas, enquanto o valor de EMAC 
mais elevado corresponde a um modo que envolve o movimento global da via na direção do 
eixo x. Curiosamente, os modos em comparação apresentam valores de MAC muito distintos. 
Em relação ao modo experimental 2, os modos numéricos selecionados por ambos os critérios, 
envolvem a rotação transversal da via em comprimentos iguais a 1/3 da extensão de via 
modelada. A principal diferença entre os modos selecionados reside na amplitude dos 
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movimentos do balastro das zonas laterais. O parâmetro EMAC mostrou-se o mais adequado na 
deteção do modo numérico que mobiliza mais a zona central da via (modo 87). 
No Quadro 5.12 apresentam-se as configurações modais associadas a outros modos de vibração 
numéricos suscetíveis de emparelharem com os modos experimentais por aplicação do 
parâmetro MAC. 
Quadro 5.12 – Modos de vibração numéricos suscetíveis de emparelhar com os modos experimentais 
com base no parâmetro MAC 
Modo 
experimental Modos numéricos 
  
1 
Modo 3  
(f = 80,45 Hz; MAC = 0,912) 
Modo 21  
(f = 100,08 Hz; MAC = 0,975) 
 
 
2 
Modo 117 
(f = 126,45 Hz; MAC = 0,959) 
Modo 140  
(f = 130,27 Hz; MAC = 0,925) 
 
 
3 
Modo 75  
(f = 119,71 Hz; MAC = 0,954) 
Modo 104   
(f = 124,97 Hz; MAC = 0,932) 
  
4 
Modo 99 
(f = 124,29 Hz; MAC = 0,792) 
Modo 143 
(f = 130,69 Hz; MAC = 0,735) 
Os modos representados apresentam valores de MAC elevados e em muitas situações têm 
frequências de vibração próximas das frequências dos modos selecionados, dificultando o 
processo de seleção. O parâmetro EMAC mostrou-se particularmente adequado na rejeição dos 
modos locais do balastro, caso dos modos 21, 99, 104, 117, 140 e 143, e dos modos com um 
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comprimento de deformabilidade diferente daquele que mobiliza a maior energia na zona 
central 1, caso dos modos 3 e 75. 
5.6.2. Análise de sensibilidade 
No Quadro 5.13 são indicadas as características da distribuição estatística de alguns dos 
parâmetros do modelo numérico da via. São ainda indicadas as referências bibliográficas que 
justificam os limites considerados para os principais parâmetros. 
Quadro 5.13 – Caracterização dos parâmetros do modelo numérico da via 
Distribuição estatística 
Parâmetro Designação 
Tipo 
Valor 
médio / 
desvio-
padrão 
Limites 
(inferior / 
superior) 
Unidade Referências bibliográficas 
Ebal 
Módulo de 
deformabilidade do 
balastro 
uniforme 155 / 54,8 60 / 250 MPa 
(UIC 719, 2008) 
(Knothe and Wu, 1998) 
(SUPERTRACK, 2005a) 
(INNOTRACK, 2008) 
νbal 
Coeficiente de 
Poisson do balastro uniforme 0,20 / 0,06 0,10 / 0,30 - 
(Ricci et al., 2005)  
(Auersch, 1998) 
 (Rose and Su, 2004) 
(UIC 719, 2008) 
ρbal Massa volúmica do balastro uniforme 
1885 / 
147,2 1630 / 2140 kg/m
3
 
(NP EN 1991-1-1, 2009) 
(Gillet, 2010) 
(Fortunato, 2005) 
(Zabel and Brehm, 2009a) 
(UIC G776, 2007) 
∆hbal 
Altura adicional de 
balastro uniforme 0,14 / 0,02 0,10 / 0,18 m -- 
ρtr Massa volúmica das travessas uniforme 2692 / 97,9 2531 / 2853 kg/m3 (Zabel and Brehm, 2009a) 
Na Figura 5.68 são apresentados os resultados de uma análise de sensibilidade global através de 
uma matriz de coeficientes de correlação de Spearman. A análise de sensibilidade foi realizada 
através de uma técnica de amostragem estocástica baseada em 250 amostras geradas pelo 
método do Hipercubo Latino. Os coeficientes de correlação situados no intervalo [-0,20; 0,20] 
foram excluídos da representação gráfica. O modo experimental 1, referente ao movimento 
transversal da via, foi excluído desta análise e da fase seguinte de otimização, em virtude da 
calibração do modelo numérico da via incidir na direção vertical. 
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Figura 5.68 – Matriz de coeficientes de correlação de Spearman entre os parâmetros numéricos e as 
respostas do modelo da via 
A figura evidencia uma importante correlação entre o módulo de deformabilidade do balastro e 
as frequências dos modos experimentais 2, 3 e 4. O aumento do módulo de deformabilidade do 
balastro provoca o aumento generalizado das frequências destes modos de vibração. O 
coeficiente de Poisson, a massa volúmica e a altura adicional do balastro apresentam 
coeficientes de correlação bastante inferiores, situados no intervalo [-0,35;0,35]. A massa 
volúmica das travessas é um parâmetro que não influencia de forma significativa as respostas, e 
por isso foi excluído da fase de otimização. 
Na Figura 5.69 apresentam-se, a título de exemplo, os gráficos de Anthill que ilustram, de 
forma mais percetível, a correlação entre o módulo de deformabilidade do balastro e a 
frequência do modo 3, e entre a massa volúmica do balastro e a frequência do modo 4. 
 
 
a) b) 
Figura 5.69 – Gráficos de Anthill: a) módulo de deformabilidade do balastro vs frequência do modo 3; 
b) massa volúmica do balastro vs frequência do modo 4 
O primeiro gráfico ilustra uma situação onde existe uma importante correlação entre a variável 
e a resposta, com um coeficiente de correlação positivo e superior a 0,95. Ao invés, a segunda 
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representação ilustra o caso de uma correlação fraca entre a variável e a resposta, com um 
coeficiente de correlação negativo próximo de -0,35. 
Na Figura 5.70 são apresentados os histogramas referentes à distribuição dos valores das 
frequências naturais e MAC obtidos com base nas amostras geradas na análise de sensibilidade. 
As frequências experimentais são identificadas a traço descontínuo. 
Conforme se pode constatar, todas as frequências experimentais estão dentro do intervalo de 
valores obtidos na análise de sensibilidade, o que vem reforçar a possibilidade dos resultados 
numéricos atingirem os experimentais na fase subsequente de otimização. Para a maioria das 
amostras os valores de MAC estão próximos de 0,95, no caso dos modos 2 e 3, e no intervalo 
entre 0,75 e 0,85, no caso do modo 4. 
 
 
 
 
  
Figura 5.70 – Distribuição dos valores das frequências naturais e MAC obtidos na análise de 
sensibilidade 
5.6.3. Otimização 
A otimização do modelo numérico da via envolveu 4 parâmetros numéricos e 6 respostas 
modais. A função objetivo engloba dois termos, um relativo aos resíduos das frequências de 
vibração, e outro referente aos resíduos dos valores de MAC: 
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4
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onde fiexp e  finum são as frequências experimental e numérica referentes ao modo i, φiexp e φinum 
são os vetores que contêm a informação modal experimental e numérica referente ao modo i, e 
a e b são fatores de pesagem dos termos da função objetivo, assumidos no presente caso iguais 
a 1,0. 
O algoritmo genético baseou-se numa população inicial constituída por 30 indivíduos e 25 
gerações. A população inicial foi gerada aleatoriamente através do método do Hipercubo 
Latino. Neste algoritmo foram definidos um número de elites igual a 1 e um número de 
indivíduos de substituição também igual a 1. A taxa de cruzamento foi considerada igual a 
50 % e a taxa de mutação foi definida igual a 10 % com um desvio-padrão, variável ao longo 
da otimização, entre 0,10 e 0,01. 
Foram obtidos valores ótimos dos parâmetros com base nos resultados de 3 casos de otimização 
distintos (GA1 a GA3) baseados em diferentes populações iniciais. O tempo despendido no 
cálculo de cada indivíduo rondou os 2 min 20 s, num computador com 2 processadores, marca 
INTEL e modelo XEON E5430 a 2,67GHz, e uma memória RAM de 28 Gb. 
Na Figura 5.71 ilustram-se, a título de exemplo, os valores da função objetivo em função do 
número de indivíduos para o caso de otimização GA3. 
 
Figura 5.71 – Evolução da função objetivo em função do número de indivíduos para o caso GA3 
Saliente-se que o valor mínimo da função objetivo dos indivíduos que constituem a população 
inicial é igual a 0,446, e que o valor mínimo da função objetivo, considerando todos os 
indivíduos da população, assinalado na figura a cor vermelha, vale 0,289, o que significa uma 
redução do valor da função objetivo em cerca de 55 %. Outro aspeto a realçar refere-se à 
tendência da função objetivo apresentar uma menor variabilidade com o número de gerações. 
Esta tendência é pontualmente contrariada por indivíduos que apresentam uma má adaptação à 
função objetivo, provavelmente relacionados com um mau emparelhamento dos modos de 
vibração experimentais e numéricos. Estes indivíduos, no entanto, tendem a ser naturalmente 
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eliminados ao longo da otimização, em virtude de apresentarem valores elevados da função 
objetivo, não afetando a convergência global do problema. 
Refira-se ainda, que apesar dos parâmetros numéricos variarem ao longo da otimização, o 
critério de emparelhamento dos modos de vibração estabelecido com base no modelo inicial, 
mostrou-se adequado no decorrer do processo de otimização. 
Na Figura 5.72 é representada a evolução dos valores de dois parâmetros do modelo, o módulo 
de deformabilidade do balastro e a massa volúmica do balastro, e duas respostas, a frequência e 
o MAC do modo 3, em função do número de indivíduos. Para ilustrar com maior clareza a 
convergência dos parâmetros do modelo numérico, optou-se por representar a informação a 
cada 2 indivíduos com base na média dos valores do indivíduo atual e do anterior. No caso das 
respostas, a informação de cada indivíduo foi representada com o seu valor real. 
 
 
a) b) 
 
 
c) d) 
Figura 5.72 – Evolução dos valores de parâmetros numéricos e respostas em função do número de 
indivíduos: a) módulo de deformabilidade do balastro; b) massa volúmica do balastro; c) frequência do 
modo 3; d) MAC3  
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Em relação aos parâmetros do modelo, a figura permite constatar que o módulo de 
deformabilidade do balastro apresenta uma melhor convergência em comparação com a massa 
volúmica do balastro. Este facto demonstra que os parâmetros mais sensíveis do modelo 
numérico (ver Figura 5.68) tendem a ser estimados com maior rigor, em contraponto com os 
parâmetros menos sensíveis, cuja estimativa está associada a uma maior indeterminação. 
No que se refere às respostas, a frequência 3 teve uma melhor convergência em comparação 
com o parâmetro MAC3. Note-se que a frequência do modo 3 é essencialmente controlada pelo 
valor do módulo de deformabilidade do balastro, enquanto o parâmetro MAC3 é controlado por 
3 parâmetros (coeficiente de Poisson, massa volúmica e altura adicional de balastro), todos eles 
com baixos coeficientes de correlação. 
Na Figura 5.73 são representados os rácios dos valores de cada parâmetro do modelo em 
relação aos limites indicados no Quadro 5.13 para os casos de otimização GA1 a GA3. Um 
rácio de 0 % significa que o parâmetro coincide com o limite inferior. Um rácio de 100% 
significa que coincide com o limite superior. Para facilitar a compreensão dos resultados, e em 
correspondência com os rácios apresentados, são indicados entre parêntesis os valores dos 
parâmetros numéricos. 
 
Figura 5.73 – Valores dos parâmetros numéricos obtidos para os casos de otimização GA1 a GA3  
Os valores dos parâmetros estimados com base nos três casos de otimização são muito 
idênticos, nomeadamente o módulo de deformabilidade e o coeficiente de Poisson do balastro. 
Os parâmetros que apresentam maior variabilidade são a altura adicional e a massa volúmica do 
balastro. Curiosamente, estes parâmetros apresentam os coeficientes de correlação mais baixos, 
sendo por isso menos sensíveis às respostas modais. Refira-se, no entanto, que essa 
variabilidade, no caso da altura adicional do balastro, fez-se repercutir em apenas uma variação 
de 0,01 m na estimativa deste parâmetro. Em relação à massa volúmica do balastro a 
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variabilidade reflete-se numa variação do parâmetro numa gama aproximadamente igual a 
15 % em relação aos seus limites. 
O valor ótimo do módulo de deformabilidade do balastro situou-se entre 144 e 148 MPa, o 
valor do coeficiente de Poisson do balastro é igual a 0,22 em todas os casos de otimização, o 
valor da massa volúmica do balastro situou-se entre 1798 e 1847 kg/m3 e o valor da altura 
adicional de balastro situou-se no intervalo 0,16-0,17 m. 
Na Figura 5.74 apresentam-se os resultados da otimização, sob a forma de  rácios, expressos 
em percentagem, entre os valores das frequências numéricas e experimentais, e os valores do 
parâmetro MAC, para os casos GA1 a GA3. 
Os erros associados às frequências são inferiores a 5 % para todos os modos de vibração. No 
que concerne ao parâmetro MAC, os modos 2 e 3 apresentam valores próximos de 0,98, e o 
modo 4, valores próximos de 0,85. Regra geral, os resultados modais referentes aos diferentes 
casos de otimização apresentam valores próximos. 
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Figura 5.74 – Valores das respostas obtidos para os casos de otimização GA1 a GA3: a) frequências; b) 
MAC 
5.6.4. Análise de correlação 
No Quadro 5.14 apresenta-se uma comparação entre os valores das frequências de vibração 
obtidos por via experimental e numérica, antes e após a calibração. São também apresentados 
os erros relativos (ε) das frequências de vibração numéricas e experimentais, tomando como 
referência os valores das frequências experimentais. Os resultados apresentados são referentes 
ao caso de otimização GA3, que foi o caso de otimização que apresentou o menor resíduo da 
função objetivo. O erro médio das frequências de vibração, excluindo o modo 1, passou de 
5,2 % antes da calibração, para 3,1 % após a calibração. 
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Quadro 5.14 – Comparação dos valores das frequências de vibração obtidos por via experimental e 
numérica, antes e após a calibração 
Numérico 
Antes da calibração Após a calibração Modo Experimental 
Frequência [Hz] ε [%] Frequência [Hz] ε [%] 
1* 83,8 77,9  -7,0 81,7 -2,5 
2 122,9 122,2 -0,6 128,5 +4,5 
3 126,8 118,8 -6,3 125,9 -0,7 
4 142,2 129,7 -8,8 136,4 -4,1 
•
 O modo 1 foi excluído da otimização 
Na Figura 5.75 são apresentados os valores de MAC obtidos antes e após a calibração do 
modelo numérico.  
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Figura 5.75 – Análise comparativa dos valores do parâmetro MAC obtidos antes e após a calibração do 
modelo 
A calibração do modelo numérico possibilitou o aumento do parâmetro MAC para todos os 
modos de vibração, com exceção do modo 1, que não foi incluído na otimização. O valor de 
MAC do modo 2 sofreu uma melhoria significativa, passando de 0,886 para 0,995. O valor 
médio do parâmetro MAC, excluindo o modo de vibração 1, igual a 0,899, antes da calibração, 
passou para 0,936, após a calibração.  
Na Figura 5.76 apresenta-se uma comparação das configurações modais da via obtidas por via 
experimental e numérica após a calibração.  
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Modo 1 Modo 2 
 
 
Modo 3 Modo 4 
Figura 5.76 – Modos de vibração da via obtidos por via experimental e numérica após a calibração 
5.7. CALIBRAÇÃO DO MODELO NUMÉRICO DA PONTE 
A calibração do modelo numérico da ponte de São Lourenço foi realizada com base em dois 
cenários, designados por cenários 1 e 2. No cenário 1 a calibração é realizada com base nos 
resultados da fase 1 do ensaio de vibração ambiental que incidiu apenas no tabuleiro da ponte, e 
por isso envolve apenas a estimativa de parâmetros numéricos de carácter global. No cenário 2 
a calibração é baseada nos resultados experimentais de ambas as fases do ensaio de vibração 
ambiental, que contemplam o tabuleiro e os arcos, e envolve a estimativa de parâmetros 
numéricos de carácter global mas também parâmetros numéricos locais relacionados com os 
elementos dos arcos.  
5.7.1. Cenário 1 
5.7.1.1. Informação experimental 
No Quadro 5.15 apresenta-se, esquematicamente, a informação modal utilizada no cenário 1 da 
calibração do modelo numérico da ponte e que envolve as frequências e as ordenadas dos 
modos de vibração globais. As ordenadas modais do tabuleiro foram divididas segundo as 
direções x, y e z, de acordo com o referencial da Figura 5.12. 
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Quadro 5.15 – Informação modal utilizada na calibração do modelo numérico da ponte (cenário 1) 
Tabuleiro 
Modo 
x y z 
1 • • • 
2 • • • 
3 • • • 
4 • • • 
5 × × × 
6 × • • 
7 • • • 
8 • • • 
9 • • • 
10 × • • 
11 • • • 
12 × • • 
13 × • • 
14 × × × 
 
• Fase 1 
× Excluído 
Os parâmetros modais dos modos 5 e 14 foram excluídos da calibração experimental, uma vez 
que os valores das frequências obtidos a partir das diversas configurações experimentais 
apresentaram uma dispersão superior à dos restantes modos. 
Foram também excluídas as componentes modais na direção x, dos modos 5, 6, 10, 12 e 13, 
uma vez que os valores das frequências obtidas com base nas configurações realizadas nessa 
direção, são diferentes dos valores obtidos com base nas configurações nas restantes direções. 
Esta diferença poderá estar relacionada com limitações da técnica de excitação utilizada que 
não possibilitou a adequada excitação destes modos nessa direção. 
5.7.1.2. Emparelhamento dos modos de vibração 
Na Figura 5.77 são identificados os clusters utilizados: tabuleiro, arcos e restantes elementos. O 
cluster tabuleiro está em correspondência com o posicionamento dos sensores na fase 1 do 
ensaio de vibração ambiental. 
 
 
 
 
 
Tabuleiro 
 
Arcos 
 
Restantes elementos 
 
 
Figura 5.77 – Identificação dos clusters utilizados no emparelhamento dos modos de vibração 
(cenário 1)  
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Na Figura 5.78 são apresentados os valores da energia de deformação modal relativa para 5 
diferentes clusters considerando 100 modos de vibração numéricos do modelo inicial. Refira-se 
que o cluster tabuleiro foi dividido nos sub-clusters dos graus de liberdade associados às 
direções x, y e z, de acordo com o referencial apresentado na Figura 5.77.  
 
 
Figura 5.78 – Valores da MSE relativa para os diferentes clusters e modos de vibração, obtidos com 
base no modelo numérico inicial da ponte 
A figura permite identificar os modos de vibração da ponte associados a movimentos do 
tabuleiro, nas direções x, y e z, e dos arcos, atendendo aos valores das energias de deformação 
dos respetivos clusters. É ainda possível identificar modos que envolvem movimentos 
conjuntos do tabuleiro e dos arcos, por exemplo os modos numéricos 4, 18 e 33, para além de 
um número significativo de modos que não estão relacionados com movimentos do tabuleiro e 
arcos, e que possivelmente estarão relacionados com as vibrações dos elementos dos arcos. 
Na Figura 5.79 apresentam-se as matrizes de correlação MAC e EMAC dos modos de vibração 
obtidos por via experimental e numérica. Para facilitar a visualização, cada matriz de 
correlação foi dividida em 2 sub-matrizes, a primeira referente aos modos numéricos 1 a 50, e a 
segunda referente aos modos numéricos 51 a 100. 
Os valores de EMAC, para todos os modos de vibração, foram obtidos através da ponderação 
dos valores de MAC pela energia de deformação modal associada aos clusters 1, 2 e 3. Estes 
clusters estão em correspondência com as zonas da ponte onde foram localizados os pontos de 
medida e de acordo com as direções de medição. 
No caso dos modos 1 e 9, foi adicionalmente considerada a energia do cluster 4. A inclusão da 
energia deste cluster permite levar em consideração os resultados obtidos por aplicação da 
técnica de adição de ruído que mostraram que estes modos de vibração estão provavelmente 
associados a movimentos globais dos arcos. 
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O recurso ao parâmetro EMAC facilitou o emparelhamento de alguns modos de vibração, em 
particular os modos experimentais 4, 5, 7, 8, 9, 11 e 13.  
 
 
a) 
 
 
b) 
Figura 5.79 – Correlação dos modos de vibração experimentais e numéricos com base no parâmetro: 
a) MAC; b) EMAC 
Refira-se o caso do modo experimental 7, que seria emparelhado com o modo numérico 9 com 
a utilização do parâmetro MAC, que é caracterizado pela vibração simultânea de duas 
diagonais longas de extradorso, que por compatibilidade estrutural originam movimentos de 
torção do tabuleiro, mas de pequena amplitude. Com base no parâmetro EMAC estabeleceu-se 
uma correspondência do modo 7 com o modo numérico 15, esse sim um modo com carácter 
global, que mobiliza essencialmente a energia de deformação do tabuleiro. 
No caso do modo experimental 11, o recurso ao parâmetro MAC levou ao emparelhamento 
com o modo numérico 31, enquanto o parâmetro EMAC estabeleceu uma correspondência com 
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o modo numérico 33. Ambos os modos numéricos envolvem o movimento conjunto do 
tabuleiro e dos arcos, como se constata pela análise dos valores da MSE dos respetivos clusters. 
No entanto, o modo 33 apresenta o maior valor da energia associado ao cluster tabuleiro na 
direção vertical. 
Em relação ao modo experimental 8, o parâmetro MAC leva ao emparelhamento com o modo 
numérico 4, enquanto o parâmetro EMAC selecionou o modo numérico 17. Ambos os modos 
numéricos apresentam energias de deformação repartidas entre os clusters tabuleiro na direção 
y e os arcos, o que pode comprometer a eficiência do parâmetro EMAC. De modo a ultrapassar 
esta dificuldade foi imposta, adicionalmente, uma limitação da frequência deste modo a valores 
superiores a 10 Hz. 
No Quadro 5.16 realiza-se uma análise comparativa dos modos numéricos selecionados com 
base nos parâmetros MAC e EMAC para os modos experimentais 7, 8 e 11. Os resultados do 
emparelhamento destes modos mostram que o modo numérico selecionado com base no 
parâmetro MAC é diferente do obtido com o parâmetro EMAC. Para os restantes modos 
experimentais os dois parâmetros conduziram à seleção do mesmo modo numérico. 
  Quadro 5.16 – Análise comparativa dos modos numéricos selecionados com base nos parâmetros 
MAC e EMAC para os modos experimentais 7, 8 e 11 
Modo 
experimental MAC EMAC 
  
7 
Modo 9  
(f = 7,84 Hz; MAC = 0,930) 
Modo 15  
(f = 9,92 Hz; MAC = 0,861) 
  
8 
Modo 4 
(f = 6,78 Hz; MAC = 0,996) 
Modo 17  
(f = 11,33 Hz; MAC = 0,994) 
 
 
11 
Modo 31  
(f = 13,29 Hz; MAC = 0,911) 
Modo 33  
(f = 14,97 Hz; MAC = 0,890) 
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No Quadro 5.17 apresentam-se as configurações modais associadas a outros modos de vibração 
numéricos suscetíveis de emparelharem com os modos experimentais por aplicação do 
parâmetro MAC. 
  Quadro 5.17 – Modos de vibração numéricos suscetíveis de emparelhar com os modos experimentais 
com base no parâmetro MAC 
Modos 
experimentais Modos numéricos 
  
4 
8 
Modo 8  
(f = 80,45 Hz; MAC = 0,912) 
Modo 19  
(f = 100,08 Hz; MAC = 0,975) 
 
 
5 
7 
Modo 7 
(f = 126,45 Hz; MAC = 0,959) 
Modo 9 
(f = 130,27 Hz; MAC = 0,925) 
 
9 
11 
Modo 23  
(f = 119,71 Hz; MAC = 0,954) 
 
10 
Modo 26 
(f = 124,29 Hz; MAC = 0,792) 
 
 
13 
Modo 55 
(f = 124,29 Hz; MAC = 0,792) 
Modo 72 
(f = 130,69 Hz; MAC = 0,735) 
Trata-se de modos com valores de MAC elevados e que apresentam, na maioria das situações, 
frequências de vibração próximas das frequências dos modos selecionados. O parâmetro 
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EMAC mostrou ser eficiente na rejeição destes modos, geralmente associados ao movimento 
das diagonais (modos 7, 8, 9 e 55), dos pendurais (modos 19, 23 e 26), dos contraventamentos e 
da consola do passeio (modo 72), que por compatibilidade estrutural geram uma configuração 
deformada do tabuleiro de pequena amplitude, mas semelhante à configuração do respetivo 
modo global. 
5.7.1.3. Análise de sensibilidade 
No Quadro 5.18 são indicadas as características da distribuição estatística de alguns dos 
parâmetros globais do modelo numérico da ponte utilizados na análise de sensibilidade. 
Quadro 5.18 – Caracterização dos parâmetros globais do modelo numérico da ponte 
Distribuição estatística 
Parâmetro Designação 
Tipo 
Valor 
médio / 
desvio-
padrão 
Limites 
(inferior / 
superior) 
Unidade Referências bibliográficas 
E c 
Módulo de 
deformabilidade do 
betão 
normal 38,7 / 3,87 31,0 / 46,4 GPa 
(Santos, 2001) 
(Henriques, 1998) 
(Wisniewski, 2007) 
ρ c 
Massa volúmica do 
betão normal 
2446,5 / 
97,9 2286 / 2607 kg/m
3
 
(JCSS, 2001) 
(IAPFJ, 2003) 
(UIC G776, 2007) 
ν c 
Coeficiente Poisson do 
betão - - / - - / - - (EN 1992-1-1, 2004) 
E s 
Módulo de 
deformabilidade do aço normal 202 / 8,1 
188,7 / 
215,3 GPa 
(Hess et al., 2002) 
(UIC G776, 2007) 
Ebal 
Módulo de 
deformabilidade do 
balastro 
uniforme 155 / 54,8 60 / 250 MPa 
(UIC 719, 2008) 
(Knothe and Wu, 1998) 
(SUPERTRACK, 2005a) 
(INNOTRACK, 2008) 
∆hc 
Variação da posição do 
eixo neutro do carril uniforme 0 / 0,03 -0,05 / 0,05 m 
- 
Rel_Kv 
Relação entre a rigidez 
vertical dos aparelhos 
de apoio 
uniforme 1,00 / 0,06 0,90 / 1,10 - 
- 
K v 
Rigidez vertical dos 
aparelhos de apoio 
log-
normal 
7419 / 
6929 
1000 / 
25000 MN/m 
- 
Em relação aos parâmetros apresentados convém, em alguns casos, justificar a sua inclusão e, 
noutras situações, explicar os seus limites de variação. 
Santos (2001) realizou o estudo das propriedades do betão das pontes de São João, do 
Guadiana, do Freixo e da ponte Miguel Torga, todas localizadas em Portugal, tendo concluído 
que o valor médio do módulo de deformabilidade do betão segue uma lei normal com 
coeficientes de variação entre 5 % e 12 %. Outros autores, tais como Henriques (1998) e 
Wisniewski (2007), referem a existência de uma forte correlação entre o módulo de 
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deformabilidade do betão e a sua resistência à compressão, apontando valores do coeficiente de 
variação do módulo de deformabilidade do betão iguais a 8 %, no caso do módulo de 
deformabilidade tangente, e 12 % no caso do módulo de deformabilidade secante. 
Estudos levados a cabo pela JCSS (2001) referem que a massa volúmica do betão segue uma 
distribuição estatística do tipo normal, com valor médio igual a 2446,5 kg/m3 e um coeficiente 
de variação igual a 4 %, no caso de betões correntes, e um valor médio situado no intervalo 
[2446,5;2650,4] kg/m3 e um coeficiente de variação igual a 3 %, no caso de betões de elevada 
resistência. A norma espanhola IAPFJ (2003) admite que o coeficiente de variação deste 
parâmetro não deve exceder 5 %, no caso de pontes ferroviárias realizadas em betão ou mistas 
aço-betão. O relatório do grupo de trabalho G776 da UIC (2007) refere valores médios da 
massa volúmica do betão iguais a 2350 kg/m3 e 2500 kg/m3, para o limite inferior e superior, 
respetivamente. 
A massa volúmica do balastro foi considerada na análise de sensibilidade do modelo da ponte 
com o propósito de melhorar a estimativa obtida na calibração do modelo numérico da via. Os 
resultados da otimização do modelo da via evidenciaram alguma variabilidade deste parâmetro 
que mostrou ser pouco sensível às respostas modais. Todos os restantes parâmetros 
provenientes da calibração do modelo numérico da via, nomeadamente o módulo de 
deformabilidade, o coeficiente de Poisson e a altura adicional de balastro, foram considerados 
como determinísticos na calibração do modelo da ponte. 
Hess (2002), baseado em resultados de ensaios experimentais realizados a cerca de 600 
provetes de aço estrutural, concluiu que o melhor ajuste do módulo de deformabilidade do aço 
foi obtido para uma lei normal, com valores médios pertencentes ao intervalo [202;215] GPa e 
coeficientes de variação entre os 0,5 % e 6 %. O relatório do grupo de trabalho G776 da UIC 
(2007) aponta valores médios do módulo de deformabilidade do aço pertencentes ao intervalo 
[200;210] GPa.  
A variação da posição do eixo neutro dos carris permite atender a imprecisões no 
posicionamento dos carris devido a erros na avaliação da altura da camada de balastro, desgaste 
da superfície do carril, etc. 
A relação entre a rigidez vertical dos aparelhos de apoio procura simular uma eventual 
diferença da rigidez vertical dos aparelhos de apoio localizados sobre o mesmo encontro 
devido, por exemplo, a um processo de degradação mais acelerado da borracha natural, perda 
de lubrificação entre as superfícies da borracha e o pote em aço, entre outros. 
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Relativamente à rigidez vertical dos aparelhos de apoio foi realizado um estudo específico 
tendo em vista a caracterização da distribuição estatística deste parâmetro. O estudo foi 
realizado com base no modelo numérico do aparelho de apoio (secção 5.3.2.3). 
No Quadro 5.19 são caracterizados os diversos parâmetros do modelo numérico do aparelho de 
apoio com a indicação dos valores adotados e respetivas unidades. São ainda indicados os 
limites inferior e superior para cada parâmetro e algumas referências bibliográficas. 
A caracterização da distribuição estatística da rigidez vertical do apoio foi realizada a partir de 
uma técnica de amostragem estocástica, baseada no método do Hipercubo Latino, considerando 
as distribuições uniformes indicadas no Quadro 5.19. 
Quadro 5.19 – Caracterização dos parâmetros do modelo numérico do aparelho de apoio 
Distribuição estatística 
Parâmetro Designação 
Tipo Limites (inferior/superior) 
Unidade Referências bibliográficas 
E rub 
Módulo de deformabilidade da 
borracha 
10 / 100 MPa (Lay, 2009; Toolbox, 2011) 
ν rub 
Coeficiente de Poisson da 
borracha 
0,47 / 0,4999 - 
(Gent et al., 2007; 
Johnson, 2005; 
Rinde, 1970) 
µ s-rub 
Coeficiente de atrito aço-
borracha 
0,005 / 0,20 - (Toolbox, 2011) 
E tef 
Módulo de deformabilidade do 
teflon 
600 / 700 MPa (Fluorseals, 2006) 
ν tef Coeficiente de Poisson do teflon 0,44 / 0,47 - 
(Fluorseals, 2006; 
Rae and 
Dattelbaum, 2004) 
µ s-tef Coeficiente de atrito aço-teflon 
uniforme 
0,06 / 0,10 - (Fluorseals, 2006) 
Na Figura 5.80 apresenta-se a distribuição da rigidez vertical do apoio obtida com base em 750 
amostras, que mostrou ser particularmente sensível a variações do módulo de deformabilidade 
e do coeficiente de Poisson da borracha. A distribuição das amostras foi ajustada com base 
numa função densidade de probabilidade log-normal com valor médio igual a 7419 MN/m e 
desvio-padrão igual a 6929 MN/m. 
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Figura 5.80 – Ajuste de uma função de distribuição de probabilidade log-normal aos valores da rigidez 
vertical do apoio 
Na Figura 5.81 são apresentados os resultados de uma análise de sensibilidade global através de 
uma matriz de coeficientes de correlação de Spearman. A análise de sensibilidade foi realizada 
através de uma técnica de amostragem estocástica baseada em 250 amostras geradas pelo 
método do Hipercubo Latino. Os coeficientes de correlação situados no intervalo [-0,25;0,25] 
foram excluídos da representação gráfica. 
A figura evidencia uma importante correlação entre o módulo de deformabilidade do betão e a 
maioria das 12 frequências experimentais, em particular com as frequências dos modos 
experimentais 2, 4, 6, 7, 10 e 12, todos eles envolvendo o movimento global do tabuleiro. O 
aumento do módulo de deformabilidade do betão provoca o aumento generalizado das 
frequências destes modos de vibração. A rigidez vertical dos apoios influencia a frequência do 
modo 3, ou seja, o 1º modo de flexão do tabuleiro, e a configuração modal da maioria dos 
modos analisados. O aumento do módulo de deformabilidade do aço origina o aumento das 
frequência dos modos experimentais com movimentos significativos dos arcos, nomeadamente 
os modos 1, 3 e 9. O aumento da massa volúmica do betão e do balastro conduz à diminuição 
das frequências dos modos de vibração 2 e 3. A variação da posição do eixo neutro do carril e a 
variação da relação da rigidez vertical dos aparelhos de apoio são parâmetros que não 
influenciam significativamente as respostas, e por isso são excluídos da fase de otimização. 
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Figura 5.81 – Matriz de coeficientes de correlação de Spearman entre os parâmetros numéricos e as 
respostas do modelo da ponte 
Na Figura 5.82 apresentam-se, a título de exemplo, os gráficos de Anthill que ilustram, de 
forma mais percetível, algumas das correlações identificadas na Figura 5.81. A correlação entre 
o módulo de deformabilidade do betão e a frequência do modo 2 é um exemplo de uma 
correlação forte que apresenta um coeficiente de correlação positivo e próximo de 0,90. Ao 
invés, a correlação entre a variação da posição do eixo neutro e a frequência do modo 7 é muito 
fraca e apresenta um coeficiente de correlação próximo de zero. 
 
 
a) b) 
Figura 5.82 – Gráficos de Anthill: a) módulo de deformabilidade do betão vs frequência do modo 2; 
b) variação da posição do eixo neutro do carril vs frequência do modo 7 
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Na Figura 5.83 e Figura 5.84 são apresentados os histogramas referentes à distribuição dos 
valores das frequências naturais e dos MAC, respetivamente, obtidos com base nas amostras 
geradas na análise de sensibilidade. As frequências experimentais são identificadas a traço 
descontínuo. 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 5.83 – Distribuição dos valores das frequências naturais obtidos na análise de sensibilidade 
As distribuições das frequências de vibração referentes aos modos 1 a 4 e 6 tendem a seguir 
uma lei aproximadamente normal, em virtude dos parâmetros numéricos que controlam estas 
respostas seguirem leis normais, como é o caso do módulo de deformabilidade e massa 
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volúmica do betão, ou mesmo o módulo de deformabilidade do aço. A distorção das 
distribuições referentes às frequências dos modos 12 e 13, conjuntamente com a importante 
variabilidade dos valores das frequências, indicia que a técnica de emparelhamento dos modos 
de vibração numéricos e experimentais foi mal sucedida para um número significativo de 
amostras. Este facto poderá estar relacionado com a alteração da distribuição da energia modal 
pelos diferentes clusters do modelo com a variação dos parâmetros numéricos dentro dos 
limites estipulados. 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
  
Figura 5.84 – Distribuição dos valores de MAC obtidos na análise de sensibilidade 
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Importa ainda salientar que as frequências experimentais, na maioria das situações, estão 
inseridas no interior do intervalo de frequências obtido com base na análise de sensibilidade, no 
entanto, com uma tendência em estarem localizadas junto do limite superior do intervalo. 
Relativamente aos valores de MAC, importa apontar que, à semelhança do sucedido com as 
frequências, existe um número significativo de amostras mal sucedidas nos modos de vibração 
9, 11, 12 e 13. Esta constatação é demonstrada com base no achatamento das distribuições 
estatísticas do parâmetro MAC. Convém ainda notar que os modos de vibração apresentam de 
forma consistente valores de MAC elevados, na maioria acima de 0,85, atingindo mesmo 
valores acima dos 0,97 no caso particular dos modos 2, 3, 4 e 8. Mais uma vez pode verificar-se 
que a distribuição estatística que rege os valores de MAC tender a aproximar-se da distribuição 
estatística dos parâmetros que controlam essa resposta. Refiram-se, como exemplo, os valores 
de MAC1 que tendem a seguir uma lei de distribuição log-normal à semelhança do parâmetro 
com maior importância nesta resposta que é a rigidez vertical dos apoios. 
5.7.1.4. Otimização 
A otimização do modelo numérico da ponte envolveu 5 parâmetros numéricos (módulos de 
deformabilidade do betão e do aço, massas volúmicas do betão e do balastro e rigidez vertical 
dos apoios) e 24 respostas modais (12 frequências e 12 MACs). A função objetivo (f) engloba 
dois termos, um relativo aos resíduos das frequências de vibração e outro referente aos resíduos 
dos valores de MAC: 
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tendo-se assumido os fatores de pesagem, a e b, iguais a 1,0. 
O algoritmo genético baseou-se numa população inicial constituída por 30 indivíduos e 45 
gerações, num total de 1350 indivíduos. A população inicial foi gerada aleatoriamente através 
do método do Hipercubo Latino. Neste algoritmo foram definidos um número de elites igual a 
1 e um número de indivíduos de substituição também igual a 1. A taxa de cruzamento foi 
considerada igual a 50 % e a taxa de mutação foi definida igual a 15 % com um desvio-padrão, 
variável ao longo da otimização, entre 0,10 e 0,01. 
Foram obtidos valores ótimos dos parâmetros com base em 4 casos de otimização distintos 
(GA1 a GA4) baseados em diferentes populações iniciais. O tempo despendido no cálculo de 
cada individuo rondou 1 min 15 s, num computador com 2 processadores, marca INTEL e 
modelo XEON E5430 a 2,67GHz, e uma memória RAM de 28 Gb. 
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Na Figura 5.85 são representados os rácios dos valores de cada parâmetro do modelo em 
relação aos limites indicados no Quadro 5.18, para os casos de otimização GA1 a GA4. São 
ainda indicados entre parêntesis os valores dos parâmetros numéricos. 
 
Figura 5.85 – Valores dos parâmetros numéricos obtidos para os casos de otimização GA1 a GA4 
Os parâmetros que na análise de sensibilidade demonstraram estar mais correlacionados com as 
respostas, nomeadamente os módulos de deformabilidade do betão (Ec) e do aço (Es) e a rigidez 
vertical dos apoios (Kv), foram os que apresentaram as menores variações, regra geral 
inferiores a 10 %. O valor ótimo do módulo de deformabilidade do betão situou-se no intervalo 
entre 44,3 e 45,2 GPa, o valor do módulo de deformabilidade do aço ficou situado entre 202 e 
203,4 GPa e o valor da rigidez vertical do apoio no intervalo entre 4875 e 5526 MN/m. 
Os valores ótimos do módulo de deformabilidade do betão situam-se na gama de valores mais 
frequentes da distribuição experimental obtida com base no ensaio de ultra-sons. 
Relativamente às massas volúmicas do betão e do balastro, as estimativas apresentam variações 
um pouco superiores, próximas de 20 %, atendendo a que são parâmetros menos 
correlacionados com as respostas. Por outro lado, o facto de estes parâmetros contribuírem do 
mesmo modo para a massa do tabuleiro, faz com que existam diferentes combinações destes 
parâmetros que conduzem à mesma solução em termos de otimização do problema. 
Os valores da massa volúmica do balastro, situados entre 1795 e 1854 kg/m3, enquadram-se na 
gama de valores obtidos no problema de otimização da via, situados entre 1798 e 1847 kg/m3, 
demonstrando a eficiência dos algoritmos genéticos na estimativa de parâmetros pouco 
sensíveis às respostas, como sucedeu com o modelo numérico da via. 
Na Figura 5.86 apresentam-se os resultados da otimização, sob a forma de rácio, em 
percentagem, entre os valores das frequências numéricas e experimentais, e ainda os valores do 
parâmetro MAC, para os casos GA1 a GA4. 
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Constata-se que os erros associados às frequências, para a maioria dos modos de vibração, são 
inferiores a 5 %. Os principais modos de vibração globais da ponte, em particular os modos 1 a 
6, apresentam erros praticamente nulos. Em relação aos valores de MAC verifica-se que, de um 
modo geral, são superiores a 0,85. As maiores variabilidades do valor de MAC registam-se 
para os modos 7 e 12. De uma forma geral, os resultados obtidos com base nos diferentes casos 
de otimização são muito semelhantes, demonstrando a robustez do algoritmo genético. 
 
a) 
 
b) 
Figura 5.86 – Valores das respostas obtidos para os casos GA1 a GA4: a) frequências; b) MAC 
Na Figura 5.87 são representados, a título de exemplo, os valores da função objetivo, em 
função do número de indivíduos, para o caso de otimização GA4. É ainda identificada a cor 
vermelha o indivíduo com o valor mínimo da função objetivo. Com o decorrer das gerações, os 
indivíduos da população apresentam valores da função objetivo cada vez mais baixos e menos 
dispersos. 
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Figura 5.87 – Evolução da função objetivo em função do número de indivíduos para o caso GA4 
Na Figura 5.88 ilustra-se a evolução da massa volúmica do betão e da frequência do modo 2, 
em função do número de indivíduos, para os casos de otimização GA1 a GA4. Apesar da 
variabilidade dos indivíduos pertencentes às primeiras gerações, o algoritmo genético tende a 
garantir, com maior ou menor rapidez, a convergência para o valor ótimo. As variáveis mais 
sensíveis apresentam uma maior rapidez na convergência e uma menor dispersão nos 
indivíduos pertencentes às últimas gerações, como aliás sucede com as grandezas 
representadas. 
 
 
Figura 5.88 – Evolução da massa volúmica do betão e da frequência do modo 2 em função do número 
de indivíduos  
5.7.1.5. Influência dos parâmetros da otimização 
Neste ponto é avaliada a influência do número de modos de vibração e dos fatores de pesagem 
da função objetivo nos valores ótimos dos parâmetros numéricos e das respostas modais. 
A – Influência do número de modos de vibração 
A influência do número de modos de vibração foi avaliada com base em três cenários que 
consideram a inclusão de 4, 8 e 12 modos de vibração da ponte no problema de otimização. O 
cenário com 4 modos de vibração engloba as frequências e MACs dos modos 1 a 4, o cenário 
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com 8 modos de vibração inclui adicionalmente as frequências e MACs dos modos 6 a 9, e o 
cenário com 12 modos de vibração inclui toda a informação modal. A otimização do modelo 
numérico da ponte envolveu 5 parâmetros numéricos e a consideração da função objetivo da 
Expressão (5.13). 
Na Figura 5.89 são representados os rácios dos valores de cada parâmetro do modelo em 
relação aos limites indicados no Quadro 5.18, para os casos de otimização com 4, 8 e 12 modos 
de vibração. Nos três casos de otimização foi considerada a mesma população inicial de 
indivíduos e os mesmos parâmetros do algoritmo genético que foram assumidos na secção 
5.7.1.4. 
A inclusão de um número reduzido de respostas experimentais parece ser suficiente para a 
correta estimativa dos principais parâmetros da ponte, como se constata pela estabilidade dos 
valores do módulo de deformabilidade do betão e do aço e da rigidez vertical dos apoios para 
os três cenários analisados. Recorde-se que a análise de sensibilidade mostrou que as respostas 
dos modos 1 a 4 apresentam sensibilidades elevadas em relação a todos os parâmetros, 
permitindo garantir a estimativa rigorosa dos seus valores.  
As massas volúmicas do betão e do balastro apresentam uma maior variabilidade que não está 
relacionada com a influência do número de modos de vibração, mas com a existência de 
diversas combinações destes parâmetros que conduzem à mesma solução do problema de 
otimização. 
 
Figura 5.89 – Sensibilidade dos parâmetros numéricos em relação ao número de modos de vibração 
Na Figura 5.90 apresentam-se os resultados da otimização, sob a forma de rácio, em 
percentagem, entre os valores das frequências numéricas e experimentais, e ainda os valores do 
parâmetro MAC, para os casos de otimização com 4, 8 e 12 modos de vibração. À semelhança 
do que sucedeu com os parâmetros numéricos, também as respostas, em particular dos modos 1 
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a 4 para as quais estão disponíveis os resultados dos 3 casos de otimização, apresentam valores 
praticamente coincidentes. 
 
a) 
 
b) 
Figura 5.90 – Valores das respostas em função do número de modos de vibração: a) frequências; 
b) MAC 
B – Influência dos fatores de pesagem da função objetivo 
A influência dos fatores de pesagem da função objetivo foi avaliada com base em três cenários. 
O primeiro cenário dá maior peso aos resíduos das frequências em relação aos resíduos das 
configurações modais (a = 3 e b = 1). O segundo cenário, denominado de cenário de referência, 
considera pesos idênticos para os resíduos das frequências e das configurações modais (a = b = 
1). O terceiro cenário dá maior peso aos resíduos das configurações modais em relação aos 
resíduos das frequências (a = 1 e b = 3). A otimização do modelo numérico da ponte envolveu 
5 parâmetros numéricos e 24 respostas modais (12 frequências e 12 MACs) tendo sido utilizada 
a função objetivo da Expressão (5.13). 
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Na Figura 5.91 são representados os rácios dos valores de cada parâmetro do modelo em 
relação aos limites indicados no Quadro 5.18, para os três casos de otimização analisados. Nos 
casos de otimização foi considerada a mesma população inicial de indivíduos e os mesmos 
parâmetros do algoritmo genético que foram assumidos na secção 5.7.1.4. 
Os resultados mostram que a adoção de um maior fator de pesagem para as configurações 
modais se traduz numa maior variação dos valores dos parâmetros numéricos, em particular dos 
módulos de deformabilidade do betão e do aço. O cenário que considerou o maior fator de 
pesagem para os resíduos das frequências conduziu a estimativas dos parâmetros numéricos 
muito idênticas ao cenário de referência. 
Estes resultados são justificados pelo facto das sensibilidades destes parâmetros em relação aos 
parâmetros MAC serem bastante inferiores às sensibilidades em relação às frequências de 
vibração. Curioso constatar-se que os valores da rigidez vertical dos apoios foram menos 
influenciados pelo cenário de análise considerado, uma vez que este parâmetro apresenta 
sensibilidades de ordem de grandeza semelhante em relação às frequências e aos parâmetros 
MAC, como aliás é visível na Figura 5.81. 
 
Figura 5.91 – Sensibilidade dos parâmetros numéricos em relação aos fatores de pesagem dos termos da 
função objetivo 
Na Figura 5.92 apresentam-se os resultados da otimização, sob a forma de rácio, em 
percentagem, entre os valores das frequências numéricas e experimentais e, ainda, os valores do 
parâmetro MAC, para os três casos de otimização analisados. À semelhança do que sucedeu 
com os parâmetros numéricos, também as respostas, em particular as relativas ao caso de 
otimização que considera a = 1 e b = 3, apresentam pequenas diferenças em relação aos 
restantes dois casos. 
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a) 
 
b) 
Figura 5.92 – Valores das respostas em função de diferentes fatores de pesagem dos termos da função 
objetivo: a) frequências; b) MAC 
5.7.1.6. Análise de correlação 
No Quadro 5.20 apresentam-se os valores dos erros das frequências de vibração numéricas, 
antes e após a calibração, e experimentais, tomando como referência os valores das frequências 
experimentais. Os resultados após a calibração dizem respeito ao caso de otimização GA4, que 
foi o caso que apresentou menor resíduo da função objetivo. 
O erro médio das frequências dos modos globais passou de 4,7 % antes da calibração para 
1,9 % após a calibração. Importa salientar a redução muito significativa dos erros das 
frequências dos modos 2, 4, 6, 11, 12 e 13, ao contrário, do que sucedeu com os erros das 
frequências dos modos 7 e 8. 
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Quadro 5.20 – Comparação dos valores das frequências de vibração obtidos por via experimental e 
numérica, antes e após a calibração 
Numérico 
Antes calibração Após calibração Modo Experimental 
Frequência [Hz] ε [%] Frequência [Hz] ε [%] 
1 2,34 2,30 -1,7 2,34 0,0 
2 4,37 4,13 -7,2 4,37 0,0 
3 6,02 5,88 -2,2 6,03 0,2 
4 7,11 6,78 -4,6 7,11 0,0 
5* 7,43 7,92 7,0 7,51 1,1 
6 9,76 9,19 -6,8 9,74 -0,2 
7 9,93 9,92 -0,1 10,58 6,5 
8 11,30 11,33 0,3 11,76 4,1 
9 13,76 13,39 -2,5 13,82 0,4 
10 15,20 14,17 -6,8 15,01 -1,3 
11 15,80 14,97 -5,3 15,77 -0,2 
12 22,07 19,96 -9,6 21,29 -3,5 
13 23,00 20,23 -12,0 21,55 -6,3 
14* 31,62 30,82 -2,5 31,22 -1,3 
*
 Modo excluído da otimização 
Na Figura 5.93 são apresentados os valores do parâmetro MAC, antes e após a calibração do 
modelo numérico. O valor médio do parâmetro MAC passou de 0,933 antes da calibração, para 
0,938 após a calibração, considerando apenas os modos que entraram na otimização do modelo. 
Alargando a base de comparação para os 14 modos de vibração, o valor médio do parâmetro 
MAC passou de 0,908 antes da calibração, para 0,920 após a calibração. 
 
Figura 5.93 – Análise comparativa dos valores do parâmetro MAC antes e após a calibração do modelo 
numérico (cenário 1) 
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5.7.2. Cenário 2 
5.7.2.1. Informação experimental 
Na Figura 5.20 apresenta-se, esquematicamente, a informação modal utilizada no cenário 2 da 
calibração do modelo numérico da ponte e que envolve as frequências e as ordenadas dos 
modos de vibração globais e locais. As ordenadas modais do tabuleiro e dos arcos foram 
divididas segundo as direções x, y e z, de acordo com o referencial da Figura 5.12.  
Quadro 5.21 – Informação modal utilizada na calibração do modelo numérico da ponte (cenário 2) 
Tabuleiro Arcos 
Modo 
x y z x y z 
1 • • • • • • 
2 • • • • • • 
3 • • • • • • 
4 • • • • • • 
5 × × × × × × 
6 × • • × × × 
7 • • • × × × 
8 • • • • • • 
9 • • • • • • 
10 × • • × × × 
11 • • • × × × 
12 × • • × × × 
13 × • • × × × 
14 × × × × × × 
1L a 12L • • • • • • 
• Fase 1     • Fase 2     × Excluído ou não identificado 
 
No caso dos modos globais 1 a 4, e 8 e 9, a informação experimental utilizada resultou da 
junção da informação modal da fase 1 do ensaio de vibração ambiental, relativa ao tabuleiro, 
com a informação modal da fase 2 do ensaio de vibração ambiental, apenas referente aos arcos. 
No caso dos modos de vibração locais 1L a 12L a informação modal foi proveniente da fase 2 
do ensaio ambiental.  
O critério que serviu de base à junção da informação modal proveniente das fases 1 e 2 do 
ensaio ambiental foi baseado no quociente entre as ordenadas modais nos pontos de referência 
11 e 24 (Qij), medidas na direção vertical (ver Figura 5.40). Este quociente, para o modo de 
vibração i e para a fase j do ensaio ambiental, é calculado por aplicação da seguinte expressão: 
24
11
ˆ
ˆ
ij
ij
ijQ Φ
Φ
=  (5.14) 
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O erro relativo associado ao modo de vibração i (εi), em termos percentuais, entre os 
parâmetros Qij obtidos nas fases 1 e 2 do ensaio de vibração ambiental é dado por: 
( ) 100
i1
i2i1 ×
−
= Q
QQ
iε  (5.15) 
Na Figura 5.94 são representados os valores dos parâmetros Qij e dos erros relativos εi para os 
modos de vibração identificados na fase 2 do ensaio de vibração ambiental. A informação da 
fase 2 do ensaio ambiental foi adicionada à informação da fase 1, para os modos de vibração 
que apresentaram erros inferiores a 5 %, ou seja, para os modos 1 a 4, 8 e 9.  
 
Figura 5.94 – Valores dos parâmetros Qij e dos erros relativos εi para os modos de vibração identificados 
na fase 2 do ensaio de vibração ambiental 
5.7.2.2. Emparelhamento dos modos de vibração 
Na Figura 5.95 são identificados os 6 clusters utilizados: tabuleiro, consola do passeio, arcos, 
diagonais, pendurais localizados a 1/2 vão e restantes elementos. Os clusters foram definidos 
com base no posicionamento dos sensores das fases 1 e 2 do ensaio de vibração ambiental. 
 
 
 
Tabuleiro 
 
Consola – passeio 
 
Arcos 
 
Diagonais 
 
Pendurais ½ vão 
 
Restantes elementos 
 
 
Figura 5.95 – Identificação dos clusters utilizados no emparelhamento dos modos de vibração 
(cenário 2) 
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Na Figura 5.96 apresentam-se os valores da energia de deformação modal relativa para os 
diferentes clusters e considerando 100 modos de vibração numéricos do modelo inicial, numa 
gama de frequências entre 2,3 Hz e 29,4 Hz. Refira-se que os 4 primeiros clusters foram 
divididos nos sub-clusters dos graus de liberdade associados às direções x, y ou z, de acordo 
com o referencial apresentado na Figura 5.95, e o cluster pendurais de 1/2 vão foi dividido nos 
sub-clusters dos graus de liberdade associados às direções x e z. Todos os restantes graus de 
liberdade, em particular os graus de liberdade de rotação, foram englobados no cluster restantes 
elementos. 
  
 
Figura 5.96 – Valores da MSE relativa para os diferentes clusters e modos de vibração, obtidos com 
base no modelo numérico inicial da ponte  
Os modos de vibração globais surgem associados a maiores valores de energia nos clusters 
tabuleiro e arcos. Os modos de vibração locais surgem com valores de energia elevados nos 
clusters diagonais e pendurais de 1/2 vão. A figura evidencia grupos de modos de vibração 
locais em correspondência com os elementos instrumentados, nomeadamente as diagonais 
(modos 5 a 12 e 45 a 60), os pendurais de 1/2 vão (modos 18 a 21 e 75 a 85) e as consolas do 
passeio (modos 60 a 70). Relativamente às diagonais, os modos 5 a 12 envolvem movimentos 
das diagonais longas, enquanto os modos 45 a 60, estão relacionados com movimentos das 
diagonais curtas e modos das diagonais longas de ordem superior. A maioria dos modos 20 a 
45 estão relacionados com as vibrações dos pendurais dos arcos não instrumentados. 
Na Figura 5.97 e Figura 5.98 apresentam-se as matrizes de correlação MAC e EMAC dos 
modos de vibração globais e locais, respetivamente, obtidos por via experimental e numérica. 
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a) 
b) 
Figura 5.97 – Correlação dos modos globais experimentais e numéricos com base no parâmetro: 
a) MAC; b) EMAC 
Os valores de EMAC, para os modos globais 1, 2, 3, 4, 8 e 9, foram obtidos através da 
ponderação dos valores de MAC pela energia de deformação modal dos clusters do tabuleiro (1 
a 3) e dos arcos (7 a 9). Para os restantes modos globais, os valores de EMAC resultaram da 
ponderação dos valores de MAC pela energia dos clusters do tabuleiro, em virtude da 
informação modal experimental não contemplar pontos de medida nos arcos. Relativamente aos 
modos locais, os valores de EMAC resultaram da ponderação dos valores de MAC pela energia 
do cluster do elemento do arco interveniente em cada modo e nas direções mobilizadas. 
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a) 
b) 
Figura 5.98 – Correlação dos modos locais experimentais e numéricos com base no parâmetro: a) MAC; 
b) EMAC 
Nos modos experimentais 4 e 8, a informação dos elementos dos arcos foi decisiva no seu 
correto emparelhamento, como aliás se pode constatar nos respetivos valores de MAC ou 
EMAC. O modo 4 estabeleceu correspondência com o modo numérico 4, enquanto o modo 8 
emparelhou com o modo numérico 17, sem necessidade de imposição de limites de 
frequências. Mais uma vez o parâmetro EMAC mostrou-se particularmente eficiente no 
emparelhamento dos modos de vibração globais 7, 10, 11 e 13, para os quais existe apenas a 
informação experimental do tabuleiro. 
No que concerne aos modos locais importa salientar a importância que o parâmetro EMAC teve 
no correto emparelhamento dos modos 7L, 9L, 11L e 12L. Veja-se, por exemplo, o caso do 
modo 12L que seria emparelhado com o modo numérico 51 com a utilização do parâmetro 
MAC, que é caracterizado pela vibração da diagonal curta de extradorso do lado 1 associada a 
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uma vibração de pequena amplitude da diagonal curta de extradorso do lado 2. Com base no 
parâmetro EMAC estabeleceu-se uma correspondência com o modo numérico 50, esse sim um 
modo que mobiliza essencialmente a diagonal curta de extradorso do lado 2. 
Para facilitar o emparelhamento dos modos 1L a 7L, além da adoção do parâmetro EMAC, 
foram impostos limites à frequência de modo a evitar o emparelhamento com modos de ordem 
superior. Um desses casos foi o modo 3L, que tendia a emparelhar com o modo numérico 55, 
com base no parâmetro MAC, e que passou a emparelhar com o modo numérico 7, com base 
no parâmetro EMAC e a limitação de frequência referida. 
5.7.2.3. Análise de sensibilidade 
No Quadro 5.22 são indicadas as características da distribuição estatística de alguns dos 
parâmetros locais do modelo numérico da ponte utilizados na análise de sensibilidade. As 
características estatísticas dos parâmetros globais do modelo numérico foram anteriormente 
apresentadas e constam do Quadro 5.18. 
Quadro 5.22 – Caracterização dos parâmetros locais do modelo numérico da ponte 
Distribuição estatística 
Parâmetro Designação 
Tipo 
Valor 
médio / 
desvio-
padrão 
Limites 
(inferior / 
superior) 
Unidade 
l
diagI  eixo x(1) 
t
diagI  
diagonal-
tabuleiro 
e 
diagonal-
arco eixo z(1) 
uniforme 3101 / 1755 61,4 / 6140 cm
4
 
l
PI  eixo x
(1)
 
3125 / 
904 1560
 / 4690 
t
PI  
Inércia 
da 
ligação 
pendural-
tabuleiro 
e 
pendural-
arco eixo z
(1)
 
uniforme 
16420 / 
8579 1560
 / 31280 
cm4 
σ0
DLE1 (2)
 
DLE1(2) 
σ0
DLE2 (2)
 
DLE2(2) 
σ0
DLI1 (2)
 
DLI1(2) 
σ0
DLI2 (2)
 
DLI2(2) 
σ0
P
 
Pendurais 
uniforme 37,5 / 21,7 0 / 75 MPa 
σ0
DCE (2)
 
Tensão 
inicial 
DCE(2) uniforme 100 / 28,9 50 / 150 MPa 
(1) 
 Os eixos estão de acordo com o referencial apresentado na Figura 5.12 
(2) 
 DL – diagonal longa; DS – diagonal curta; E – extradorso; I – intradorso; 1 – extremidade Lisboa; 2 – extremidade Porto 
 
A análise de sensibilidade preliminar revelou que o comportamento dinâmico das diagonais e 
pendurais dos arcos é influenciado significativamente pelas tensões instaladas nesses elementos 
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que poderão resultar, para além do peso próprio do tabuleiro, do processo construtivo e de 
variações de temperatura. Os parâmetros σ0 permitem ter em conta variações do estado de 
tensão instalado nos elementos referidos. 
A inércia das ligações das diagonais e pendurais com os elementos do arco e as vigas do 
tabuleiro podem apresentar valores distintos nas direções longitudinal (l) e transversal (t). Este 
parâmetro pode ser especialmente relevante no processo de calibração dos modos locais, uma 
vez que os resultados experimentais mostraram diferenças, para alguns elementos muito 
significativas, das frequências dos elementos do arco nas direções longitudinal e transversal. 
Na Figura 5.99 são apresentados os resultados da análise de sensibilidade global através de uma 
matriz de coeficientes de correlação de Spearman. A análise de sensibilidade foi realizada 
através de uma técnica de amostragem estocástica baseada em 750 amostras geradas pelo 
método do Hipercubo Latino. Os coeficientes de correlação situados no intervalo [-0,25; 0,25] 
foram excluídos da representação gráfica. 
fglobal 
(1-4 e 6-13) 
flocal 
(1L-12L) 
MACglobal 
(1-4 e 6-13) 
 
MAClocal 
(1L-12L) 
Ec Kv ρbal Es ρc IlP ItP Ildiag Itdiag σ0DLE1 σ0DLE2 σ0DLI1 σ0DLI2 σ0DCE σ0P 
 
 
Figura 5.99 – Matriz de coeficientes de correlação de Spearman entre os parâmetros numéricos e as 
respostas do modelo da ponte 
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A matriz de correlação mostra que o módulo de deformabilidade do betão e do aço, a massa 
volúmica do betão, a massa volúmica do balastro e a rigidez vertical dos apoios têm uma 
influência significativa nas frequências e nos MACs dos modos de vibração globais. Por sua 
vez, os parâmetros associados ao estado de tensão dos pendurais e das diagonais e à rigidez dos 
troços de ligação destes elementos ao tabuleiro e aos arcos são os que têm maior influência nas 
frequências e nos MACs dos modos de vibração locais. 
5.7.2.4. Otimização 
A otimização do modelo da ponte envolveu 15 parâmetros numéricos e 48 respostas modais. A 
função objetivo (f) engloba dois termos, um relativo aos resíduos das frequências de vibração 
dos modos globais e locais e outro referente aos resíduos dos valores de MAC dos modos 
globais e locais: 
( )∑∑
==
−+
−
=
24
1
exp
24
1
exp
exp
1,
i
num
ii
i i
num
ii MACbf
ff
af φφ  (5.16) 
em que a e b foram assumidos no presente caso iguais a 1,0. 
O algoritmo genético baseou-se numa população inicial constituída por 30 indivíduos e 150 
gerações, num total de 4500 indivíduos. Todos os restantes parâmetros do algoritmo foram 
iguais aos adotados no cenário 1. 
Foram obtidos valores ótimos dos parâmetros com base em 4 casos de otimização distintos 
(GA1 a GA4) baseados em diferentes populações iniciais. O tempo despendido no cálculo de 
cada individuo rondou 1 min 45 s, num computador com 2 processadores, marca INTEL e 
modelo XEON E5430 a 2,67GHz, e uma memória RAM de 28 Gb. 
Na Figura 5.100 são representados os rácios dos valores de cada parâmetro do modelo em 
relação aos limites indicados no Quadro 5.18 e Quadro 5.22 e para os casos de otimização GA1 
a GA4. Os parâmetros que controlam os modos globais são apresentados na Figura 5.100 a), 
indicando-se entre parêntesis os valores dos parâmetros numéricos. Os parâmetros que mais 
influenciam os modos locais são apresentados na Figura 5.100 b) e c).  
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a) 
 
b) 
 
c) 
Figura 5.100 – Valores dos parâmetros numéricos obtidos para os casos de otimização GA1 a GA4: 
a) globais; b) inércia das ligações das diagonais e pendurais com o arco e tabuleiro; c) tensão inicial das 
diagonais e pendurais 
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Os parâmetros que mais controlam os modos globais, módulos de deformabilidade do betão e 
do aço e a rigidez vertical dos apoios, foram os que apresentaram menores variações, inferiores 
a 10 %. O valor ótimo do módulo de deformabilidade do betão situou-se no intervalo entre 44,2 
e 45,1 GPa, o valor do módulo de deformabilidade do aço ficou situado entre 202,5 e 
204,5 GPa e o valor da rigidez vertical do apoio no intervalo entre 4580 e 5404 MN/m. Os 
valores destes parâmetros enquadram-se nos valores obtidos para o cenário de calibração 1, 
demonstrando que a inclusão dos modos de vibração locais teve pouca influência na estimativa 
dos parâmetros globais. 
Relativamente às massas volúmicas do betão e do balastro, as estimativas apresentam variações 
um pouco superiores, próximas de 20 %. Tal deverá estar relacionado, conforme já referido, 
com o facto de estes parâmetros contribuírem de modo semelhante para a massa do tabuleiro, 
podendo assim existir diferentes combinações destes parâmetros que conduzem à mesma 
solução em termos de otimização do problema. É curioso constatar que o aumento da massa 
volúmica do betão está normalmente associado a uma diminuição da massa volúmica do 
balastro e vice-versa. 
Em relação aos modos locais, importa salientar a reduzida variabilidade apresentada pela 
maioria dos parâmetros, com variações regra geral inferiores a 20 %. 
Na Figura 5.101 ilustra-se a evolução de algumas grandezas, em função do número de 
indivíduos, para os casos de otimização GA1 a GA4. As populações de indivíduos podem 
evoluir de forma muito diferenciada ao longo das gerações, podendo-se atingir, na última 
geração de indivíduos, uma convergência muito boa (Figura 5.101 a) e d)) ou uma 
convergência razoável (Figura 5.101 b)) para o valor ótimo. As grandezas com maior 
sensibilidade tendem a apresentar, desde as primeiras gerações, indivíduos com características 
semelhantes, que garantem geralmente uma convergência rápida para o valor ótimo (Figura 
5.101 c)). 
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a) b) 
 
 
c) d) 
Figura 5.101 – Evolução dos parâmetros numéricos e respostas em função do número de indivíduos: 
a) inércia da ligação diagonal-tabuleiro/arco na direção transversal; b) tensão inicial da diagonal longa 
de intradorso 1; c) frequência do modo 4; d) frequência do modo 8L  
Na Figura 5.102 apresentam-se os resultados da otimização, sob a forma de rácios, expressos 
em percentagem, entre os valores das frequências numéricas e experimentais, e os valores do 
parâmetro MAC, para os casos GA1 a GA4. A figura permite constatar que os erros associados 
às frequências são, para a maioria dos modos de vibração, inferiores a 5 %. Em relação aos 
valores de MAC verifica-se que, de um modo geral, são superiores a 0,90. Verifica-se ainda 
que os valores de MAC dos modos locais são superiores aos dos modos globais. As maiores 
variabilidades do valor de MAC registam-se para dos modos 4, 7 e 12, e 5L e 7L. De uma 
forma geral os resultados obtidos com base nos diferentes casos de otimização são próximos, 
demonstrando, mais uma vez, a robustez do algoritmo genético. 
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a) 
 
b) 
Figura 5.102 – Valores das respostas obtidos para os casos GA1 a GA4: a) frequências; b) MAC 
5.7.2.5. Análise de correlação  
Na Figura 5.103 apresentam-se os valores dos erros das frequências de vibração numéricas, 
antes e após a calibração, em relação aos valores das frequências experimentais. São também 
indicados, entre parêntesis, os valores das frequências de vibração numéricas. As frequências 
numéricas após a calibração são relativas aos cenários 1 e 2. Os resultados após a calibração 
são referentes aos casos que apresentaram menores resíduos da função objetivo, ou seja, o caso 
de otimização GA4 para o cenário 1 e o caso de otimização GA2 no cenário 2. 
O erro médio das frequências dos modos globais passou de 4,7 % antes da calibração, para 
1,7 % após a calibração no cenário 2, e considerando apenas os modos utilizados na 
otimização. O erro médio das frequências dos modos globais após a calibração, nos cenários 1 
e 2, é muito semelhante. Em relação às frequências dos modos locais, o erro médio passou de 
7,5 % antes da calibração para 3,7 % após a calibração. 
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a) 
 
b) 
Figura 5.103 – Análise comparativa dos erros das frequências de vibração numéricas, antes e após a 
calibração (cenários 1 e 2), em relação ao valor médio das frequências de vibração experimentais: 
a) modos globais; b) modos locais 
Na Figura 5.104 são apresentados os valores do parâmetro MAC dos modos globais e dos 
modos locais, antes e após a calibração do modelo numérico. No caso dos modos globais, o 
valor médio do parâmetro MAC passou de 0,867 antes da calibração para 0,894 após a 
calibração, considerando a totalidade dos modos de vibração. Este último valor é inferior ao 
valor médio do MAC obtido no cenário 1, igual a 0,920, demonstrando que a informação modal 
dos arcos reduziu a qualidade das configurações modais. Aliás, esta situação é ilustrada na 
Figura 5.104 onde estão representados, a cor preta, os valores de MAC considerando apenas a 
informação modal do tabuleiro para os modos 1 a 4, 8 e 9. É possível observar que os valores 
de MAC obtidos apenas com a informação do tabuleiro são superiores aos valores obtidos com 
a informação do tabuleiro e arcos.  
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No que se refere aos modos locais, a melhoria ainda foi mais significativa, tendo-se passado de 
um valor médio de MAC igual a 0,765 antes da calibração para um valor igual a 0,974 após a 
calibração. 
 
Figura 5.104 – Análise comparativa dos valores do parâmetro MAC antes e após a calibração do modelo 
numérico (cenário 2) 
Na Figura 5.105 apresenta-se uma comparação das configurações modais globais da ponte 
obtidas por via experimental e numérica após a calibração. Para simplificar a representação 
gráfica apresentam-se apenas os pontos pertencentes ao tabuleiro. O símbolo * identifica os 
modos de vibração excluídos do processo de otimização. 
 
 
Modo 1 Modo 2 
 
 
Modo 3 Modo 4 
 
 
Modo 5* Modo 6 
Figura 5.105 – Modos de vibração da ponte obtidos por via experimental e numérica após a calibração 
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Modo 7 Modo 8 
 
 
Modo 9 Modo 10 
 
 
Modo 11 Modo 12 
 
 
Modo 13 Modo 14* 
*
 Modo excluído da otimização 
Figura 5.105 (cont.) – Modos de vibração da ponte obtidos por via experimental e numérica após a 
calibração 
5.8. CONCLUSÕES 
No presente capítulo foi realizada a calibração experimental de um modelo numérico da ponte 
ferroviária de São Lourenço com base em parâmetros modais. 
O modelo numérico tridimensional da ponte envolveu a modelação do tabuleiro, dos arcos, dos 
elementos dos arcos, dos aparelhos de apoio e da via. A análise modal da ponte permitiu 
identificar as frequências associadas a diferentes tipos de modos de vibração, nomeadamente 
modos globais, do tabuleiro e arcos, e modos locais, associados a vibrações das diagonais e 
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pendurais. Os modais globais são acoplados quando existem movimentos conjuntos e de 
amplitude semelhante do tabuleiro ou arcos com as diagonais ou pendurais. 
Uma análise de sensibilidade preliminar mostrou que a inclusão da via no modelo numérico da 
ponte influencia os valores das frequências da maioria dos modos de vibração devido ao efeito 
compósito que ocorre entre o tabuleiro e a via, através da camada de balastro, que possibilita a 
transmissão de tensões de corte entre os dois elementos. Esta influência é particularmente 
notória nos modos de flexão do tabuleiro associados a menores comprimentos de 
deformabilidade e para os quais se verificam as maiores distorções da camada de balastro. Esta 
análise revelou ainda que as frequências de vibração dos modos locais, em particular das 
diagonais e dos pendurais dos arcos, são influenciadas pelas tensões instaladas nesses 
elementos, que poderão resultar, para além do peso próprio do tabuleiro, do processo 
construtivo e de variações de temperatura. 
A importância da via na resposta dinâmica da ponte motivou o desenvolvimento de um modelo 
numérico específico de um troço de via sobre a ponte. Este modelo incidiu na modelação da 
camada de balastro, das travessas, das palmilhas e dos carris. A análise modal do modelo da via 
mostrou que os sistemas via e ponte se encontram desacoplados uma vez que as frequências de 
vibração da via, em particular as associadas a movimentos da camada de balastro com 
frequências acima dos 100 Hz, são superiores às frequências dos principais modos de vibração 
da ponte. As respostas modais da via revelaram ainda ser mais sensíveis aos parâmetros 
numéricos locais, relacionados com a distribuição da massa e rigidez da camada de balastro, 
comparativamente às respostas modais da ponte. 
Os ensaios experimentais realizados na ponte de São Lourenço envolveram um ensaio de 
vibração ambiental, um ensaio dinâmico da via e um ensaio de caracterização do betão. 
O ensaio de vibração ambiental foi realizado em duas fases. A fase 1 envolveu a monitorização 
do tabuleiro por intermédio de acelerómetros posicionados sobre as vigas principais do 
tabuleiro. A identificação dos parâmetros modais foi realizada por aplicação do método EFDD 
e possibilitou identificar as configurações de 14 modos de vibração globais com frequências 
compreendidas entre 2,34 Hz e 31,61 Hz. Alguns dos modos de vibração identificados 
mostraram estar fortemente correlacionados, uma vez que o posicionamento dos sensores nas 
vigas do tabuleiro dificultou a correta avaliação da sua natureza, nomeadamente pela 
incapacidade em escalar os movimentos do tabuleiro em relação aos movimentos dos arcos, 
diagonais e pendurais.  
A aplicação de uma técnica de adição de ruído permitiu distinguir, na maioria das situações, os 
modos de vibração do tabuleiro dos modos de vibração dos arcos ou de elementos dos arcos. A 
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configuração dos modos do tabuleiro é pouco ou nada afetada pela adição de ruído aos registos 
ambientais, enquanto a configuração dos modos dos arcos é geralmente bastante afetada pela 
adição de ruído aos registos. 
A fase 2 do ensaio de vibração ambiental incidiu na monitorização do tabuleiro, das consolas 
do passeio, dos arcos, dos pendurais e diagonais. Neste ensaio para além da identificação dos 
modos de vibração globais foram também identificados 12 modos de vibração locais, 
envolvendo as diagonais e os pendurais a meio vão, com frequências compreendidas entre 
6,82 Hz e 19,23 Hz.  
Os coeficientes de amortecimento obtidos em ambas as fases do ensaio ambiental, por 
aplicação do método EFDD, são muito semelhantes para a quase totalidade dos modos de 
vibração, estando compreendidos entre 0,20 % e 1,60 %. Os valores resultantes da aplicação do 
método do decremento logarítmico à estimativa do amortecimento dos modos 2 e 3 enquadram-
se dentro dos limites de variação do amortecimento estimado pelo método EFDD em ambas as 
fases. Os coeficientes de amortecimento dos modos locais apresentam uma reduzida dispersão 
e situam-se entre 0,10 % e 0,30 %. 
O ensaio de recetância da via foi realizado num troço de via-férrea sobre a ponte e teve como 
principal objetivo a identificação das propriedades dinâmicas da via, em particular as 
frequências naturais e os modos de vibração. O ensaio consistiu na aplicação de sucessivos 
impulsos na cabeça do carril, através de um martelo instrumentado, e a monitorização da via-
férrea, por intermédio de acelerómetros posicionados nas travessas e no carril. A identificação 
dos parâmetros modais foi realizada por aplicação de duas técnicas distintas, uma baseada na 
análise das respostas medidas e outra na análise das funções de resposta em frequência. No 
caso da técnica baseada nas respostas medidas foram identificados 4 modos de vibração 
relativos ao movimento das travessas sobre o balastro, com frequências compreendidas entre 
83,8 Hz e 142,2 Hz, por aplicação do método SSI-DATA. Os valores das frequências obtidos 
por intermédio da técnica baseada em funções de resposta em frequência foram muito 
semelhantes aos obtidos com base na técnica baseada em respostas. 
A caracterização do módulo de deformabilidade do betão foi realizada por intermédio de um 
ensaio de ultra-sons. Este ensaio foi executado com base numa técnica de transmissão direta 
num dos maciços de encabeçamento do arco e na viga do tabuleiro. A distribuição do módulo 
de deformabilidade do betão foi estimada a partir de uma simulação estocástica onde foram 
consideradas como variáveis aleatórias a massa volúmica do betão, o coeficiente de Poisson 
dinâmico do betão, a altura ou largura do elemento estrutural, a relação da velocidade de 
propagação das ondas do aço e betão, a distância percorrida nas armaduras e o tempo de 
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propagação das ondas. Os resultados obtidos mostram que módulo de deformabilidade do betão 
segue uma lei de distribuição normal com valor médio igual a 43,1 GPa e um coeficiente de 
variação de 5,2 %, no caso dos maciços do arco, e um valor médio igual a 42,8 GPa e um 
coeficiente de variação de 6,7 %, no caso da viga principal. Estes valores médios foram 
bastante superiores ao valor médio do módulo de deformabilidade calculado para um betão da 
classe C35/45 à data da campanha experimental. 
A calibração dos modelos numéricos da via e da ponte foi realizada com base nos resultados do 
ensaio dinâmico da via e dos ensaios de vibração ambiental da ponte, respetivamente. A 
estratégia de calibração dos modelos passou, em primeiro lugar, pela calibração do modelo 
numérico da via, e só depois incidiu na calibração do modelo numérico da ponte. O processo de 
calibração dos modelos numéricos envolveu três etapas: i) a análise de sensibilidade, realizada 
através de uma técnica de amostragem estocástica baseada no método do Hipercubo Latino; 
ii) a otimização, com recurso a um algoritmo genético; iii) a análise de correlação. A técnica 
adotada para o emparelhamento automático dos modos de vibração numéricos e experimentais 
foi baseada no parâmetro EMAC. 
No caso do modelo numérico da via, uma análise de sensibilidade permitiu constatar que os 
parâmetros modais são influenciados essencialmente pelo módulo de deformabilidade do 
balastro, mas também, em menor grau, pelo coeficiente de Poisson, massa volúmica e altura 
adicional do balastro. Os resultados de 3 casos de otimização, baseados em diferentes 
populações iniciais, conduziram a valores das frequências, dos MAC e dos parâmetros muito 
semelhantes, o que demonstrou a robustez do algoritmo genético. O valor ótimo do módulo de 
deformabilidade do balastro situou-se entre 144 e 148 MPa, o valor do coeficiente de Poisson 
do balastro permaneceu constante e igual a 0,22, o valor da massa volúmica do balastro situou-
se entre 1798 e 1847 kg/m3 e o valor da altura adicional de balastro situou-se no intervalo 0,16-
0,17 m. Em termos de frequências as diferenças em relação aos valores experimentais foram, 
de um modo geral, inferiores a 5%, e os valores de MAC situaram-se sempre acima de 0,85. 
Comparando os valores das frequências de vibração numéricas, antes e após a calibração, com 
os correspondentes valores experimentais, foi possível notar importantes melhorias do modelo 
numérico. O erro médio das frequências de vibração passou de 5,2 %, antes da calibração, para 
3,1 % após a calibração, enquanto o valor médio do MAC passou de 0,899, antes da calibração, 
para 0,936, após a calibração. 
A calibração do modelo da ponte foi realizada com base em dois cenários designados por 
cenários 1 e 2. O cenário de calibração 1 foi baseado na informação experimental da fase 1 do 
ensaio de vibração ambiental e possibilitou estimar os parâmetros numéricos de carácter global. 
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O cenário de calibração 2 foi baseado na informação experimental das fases 1 e 2 do ensaio de 
vibração ambiental e possibilitou estimar os parâmetros numéricos de carácter global e local. 
As análises de sensibilidade permitiram constatar que os modos globais são influenciados 
essencialmente pelo módulo de deformabilidade e massa volúmica do betão, pelo módulo de 
deformabilidade do aço, pela massa volúmica do balastro e pela rigidez vertical dos apoios. Por 
sua vez, os parâmetros associados ao estado de tensão dos pendurais e das diagonais e à rigidez 
dos troços de ligação destes elementos ao tabuleiro e aos arcos são os que têm maior influência 
nos modos de vibração locais. 
O estudo da influência do número de modos de vibração nos valores ótimos dos parâmetros 
numéricos e das respostas globais permitiram concluir que a inclusão de 4, 8 ou 12 modos 
globais no problema de otimização conduziu a estimativas próximas de todas as grandezas. A 
influência dos fatores de pesagem da função objetivo mostrou que a consideração de um maior 
peso dos resíduos das configurações modais teve repercussões no aumento da variabilidade dos 
parâmetros numéricos, em particular dos módulos de deformabilidade do betão e do aço. 
Os resultados de diferentes casos de otimização, baseados em diferentes populações iniciais 
para os cenários 1 e 2, demonstraram que os parâmetros que mais controlam os modos globais, 
módulos de deformabilidade do betão e do aço e a rigidez vertical dos apoios, foram também os 
que apresentaram menores variações, geralmente inferiores a 10 %. O valor ótimo do módulo 
de deformabilidade do betão situou-se no intervalo entre 44,2 e 45,2 GPa, o valor do módulo de 
deformabilidade do aço ficou situado entre 202,0 e 204,5 GPa e o valor da rigidez vertical do 
apoio no intervalo entre 4580 e 5526 MN/m. Saliente-se que os valores ótimos do módulo de 
deformabilidade do betão situaram-se na gama de valores mais frequentes da distribuição 
experimental obtida com base no ensaio de ultra-sons. 
As estimativas dos parâmetros globais obtidas nos cenários 1 e 2 são muito semelhantes, 
demonstrando que a inclusão dos modos de vibração locais no problema de otimização teve 
uma influência reduzida na estimativa dos parâmetros globais. 
Relativamente às massas volúmicas do betão e do balastro, as estimativas dos diferentes casos 
de otimização, novamente considerando os cenários 1 e 2, apresentaram variações um pouco 
superiores, próximas de 20 %, uma vez que são parâmetros menos sensíveis às respostas. Por 
outro lado, o facto de estes parâmetros contribuírem de modo semelhante para a massa do 
tabuleiro, conduziu à existência de diferentes combinações destes parâmetros que conduzem à 
mesma solução em termos de otimização do problema. Os valores da massa volúmica do 
balastro, situados entre 1743 e 1854 kg/m3, enquadram-se na gama de valores obtidos no 
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problema de otimização da via, situados entre 1798 e 1847 kg/m3, demonstrando a eficiência 
dos algoritmos genéticos na estimativa dos parâmetros menos sensíveis às respostas.  
No que concerne aos modos locais, importa salientar a reduzida variabilidade apresentada pela 
maioria dos parâmetros, com variações regra geral inferiores a 20 %. 
Comparando os valores das frequências de vibração numéricas, antes e após a calibração, com 
os correspondentes valores experimentais, foi possível notar importantes melhorias do modelo 
numérico. Para o cenário 2, o erro médio das frequências de vibração dos modos globais passou 
de 4,7 %, antes da calibração, para 1,9 % após a calibração. Em relação às frequências dos 
modos locais, o erro médio passou de 7,5 % antes da calibração para 3,7 % após a calibração. O 
valor médio do parâmetro MAC passou de 0,867 antes da calibração para 0,894 após a 
calibração, considerando a totalidade dos modos de vibração globais. Este último valor é 
inferior ao valor médio do MAC obtido no cenário 1, igual a 0,920, demonstrando que a 
informação experimental do arco reduziu globalmente a qualidade das configurações modais. 
No que se refere aos modos locais, a melhoria ainda foi mais significativa, tendo-se passado de 
um valor médio de MAC igual a 0,765, antes da calibração, para um valor igual a 0,974 após a 
calibração. 
6.1 
6. MODELAÇÃO NUMÉRICA E CALIBRAÇÃO EXPERIMENTAL 
DO COMBOIO ALFA PENDULAR 
6.1. INTRODUÇÃO 
Neste capítulo é realizada a calibração de um modelo numérico do comboio Alfa Pendular com 
base em parâmetros modais.  
O modelo numérico tridimensional desenvolvido para um dos veículos do comboio, o veículo 
BBN, envolve a modelação dos bogies, da caixa e do sistema passageiro-assento. As 
características geométricas e mecânicas dos elementos deste modelo são obtidas com base nos 
elementos de projeto do comboio, complementadas com informações técnicas recolhidas junto 
da CP e da EMEF.  
Os ensaios experimentais do veículo BBN realizaram-se nas oficinas de manutenção da EMEF 
e envolveram os ensaios dinâmicos da caixa, do bogie e do sistema passageiro-assento. O 
ensaio da caixa envolve a instrumentação da base da caixa através de acelerómetros tendo em 
vista a identificação das frequências e modos de vibração de corpo rígido e estruturais da caixa. 
O ensaio do bogie é realizado com a estrutura do bogie separada do restante veículo e envolve a 
monitorização da sua estrutura principal através de acelerómetros. Este ensaio é realizado, 
numa primeira fase, com os amortecedores primários instalados e, numa segunda fase, sem os 
amortecedores primários, possibilitando a identificação das frequências e modos de vibração do 
bogie nas condições do ensaio. As características dinâmicas do sistema passageiro-assento são 
estimadas com base num ensaio dinâmico envolvendo a instrumentação da almofada e da base 
do assento com recurso a acelerómetros. 
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A calibração do modelo numérico do veículo incide no comportamento dinâmico na direção 
vertical e é efetuada com base nos resultados dos ensaios dinâmicos do bogie e da caixa. A 
primeira fase incide na calibração do modelo numérico do bogie nas condições do ensaio, 
considerando os parâmetros modais obtidos com e sem amortecedores primários. A segunda 
fase centra-se na calibração do modelo numérico do veículo completo. 
A calibração dos modelos é realizada com base numa metodologia iterativa recorrendo a um 
algoritmo genético. Serão abordados com detalhe os aspetos relacionados com a análise de 
sensibilidade, a otimização e a análise de correlação. A técnica de emparelhamento dos modos 
de vibração numéricos e experimentais, baseada no cálculo da energia de deformação modal e 
no parâmetro EMAC, é também abordada. 
Por último, os parâmetros modais do conjunto de modelos numéricos calibrados são 
comparados com os parâmetros modais do modelo numérico inicial do veículo. Os modelos 
calibrados são construídos a partir da combinação dos parâmetros numéricos obtidos a partir de 
casos de otimização do bogie, com os parâmetros resultantes de casos de otimização do veículo 
completo, com base em diferentes populações iniciais. 
6.2. O COMBOIO ALFA PENDULAR 
6.2.1. Descrição geral 
O comboio CPA série 4000, conhecido por Alfa Pendular, entrou em serviço em 1999 para 
realizar a ligação entre Lisboa e Porto, existindo atualmente 10 unidades destes veículos ao 
serviço da CP (4001 a 4010). Trata-se de um comboio elétrico com sistema de pendulação ativa 
constituído por seis veículos, quatro motores (BAS, BBS, BBN e BAN) e dois reboques (RNB 
e RNH). O comboio tem um comprimento total de 158,9 m e pode atingir a velocidade de 
220 km/h. Na Figura 6.1 apresenta-se uma perspetiva do comboio Alfa Pendular com a 
identificação de todos os veículos. 
 
Figura 6.1 – Comboio Alfa Pendular (Fonte: Eng.º Pedro Mêda) 
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Na Figura 6.2 está representado o esquema de cargas do comboio Alfa Pendular. O comboio é 
formado por oito bogies motores, constituídos por um eixo motor e um eixo livre, e quatro 
bogies livres, constituídos por dois eixos livres. Os eixos motores, assinalados a cor vermelha, 
apresentam cargas mais elevadas comparativamente aos eixos livres, assinalados a cor preta. As 
cargas por eixo, em condições de carga normal, variam entre os 128,8 kN e 136,6 kN.  
 
Figura 6.2 – Esquema de cargas do comboio Alfa Pendular (cargas em kN) (adaptado de CP (1998)) 
Na Figura 6.3 apresenta-se o gráfico da assinatura dinâmica, S0, do comboio Alfa Pendular para 
comprimentos de onda entre 4 m e 30 m.  
 
Figura 6.3 – Assinatura dinâmica do comboio Alfa Pendular 
A assinatura dinâmica de um comboio constitui a “marca” característica da excitação dinâmica 
do comboio, e depende apenas das suas características geométricas, em particular das cargas 
por eixo (Pk) e afastamentos entre eixos, podendo ser obtida por aplicação da seguinte 
expressão (ERRI D214/RP6, 1999; Ribeiro, 2004): 
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em que λ representa o comprimento de onda da excitação, N é o número de cargas do comboio 
e xk é a distância da carga Pk  à primeira carga do comboio. 
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Os três principais picos visíveis na figura, correspondem a comprimentos de onda iguais a 
6,5 m, 8,7 m e 25,4 m. O comprimento de 25,4 m está relacionado com a distância entre grupos 
de 4 eixos consecutivos pertencentes a bogies de veículos diferentes. O afastamento de 8,7 m 
refere-se à meia distância entre bogies do mesmo veículo. Por último, o comprimento de 6,5 m 
está relacionado com a distância entre bogies de veículos diferentes. Os comprimentos de onda 
atrás identificados podem não corresponder às distâncias exatas entre os grupos de eixos do 
comboio (ver Figura 6.2) devido a pequenas variações dos comprimentos de onda dominantes. 
Algumas das principais características técnicas do comboio Alfa Pendular encontram-se 
sistematizadas no Quadro 6.1. 
Quadro 6.1 – Principais características técnicas do comboio Alfa Pendular (CP, 1998) 
Fabricante SIEMENS 
Velocidade máxima em serviço 220 km/h 
Tara em ordem de marcha 298,3 t 
Tipo de transmissão Elétrica trifásica 
Número de cabines de transmissão 2 
Lotação (BAS+BBS+RNB+RNH+BBN+BAN) 48+48+28+53+62+62 
Natureza do serviço Longo curso 
Peso máximo por eixo  14,4 t 
No arranque 210 kN Esforço de 
tração                                                   À velocidade máxima 69,5 kN 
Altura da caixa 3630 mm 
Ângulo máximo de pendulação 8° 
Aceleração máxima não compensada na via 1,8 m/s2 Sistema de pendulação 
Velocidade de ativação 65 km/h 
6.2.2. Descrição do veículo BBN 
O veículo BBN é um veículo de classe turística com um comprimento igual a 25 m, uma 
distância entre eixos dos bogies igual a 19 m e entre eixos dos rodados igual a 2,7 m       
(Figura 6.4 a) e b)). 
O interior do veículo encontra-se dividido em duas zonas: os vestíbulos e a zona dos 
passageiros (Figura 6.4 c)). Na zona dos vestíbulos, acessíveis pelas portas de acesso exteriores 
e pelas zonas de ligação entre os veículos, encontram-se os armários de equipamento elétrico e 
do ar condicionado, as bagageiras e os sanitários. A zona dos passageiros tem uma capacidade 
de 62 lugares distribuídos segundo quatro alinhamentos. 
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a) 
 
b) 
 
c) 
Figura 6.4 – Veículo BBN: a) perspetiva; b) alçado; c) planta do interior 
A massa total do veículo, incluindo os bogies, é igual a 52,2 t, em ordem de marcha, e 55,0 t, 
em condições de carga normal. No Quadro 6.2 apresenta-se a distribuição de massas do veículo 
BBN, em ordem de marcha. 
Quadro 6.2 – Distribuição de massas do veículo BBN 
Elemento Componente Massa [kg] 
Estrutura (base, paredes e cobertura) (2) 6770 
bancos (1) 1325 
sub-leito (2) 7851 
Caixa 
Equipamentos 
outros 19694 
Bogies (motor sem cabine) (2)  16560 (2×8280) 
(1) Valores fornecidos pela EMEF 
(2) Valores estimados com base nos dados de projeto 
Os equipamentos localizados no sub-leito serão descritos na secção 6.3.2.1. O subitem outros 
equipamentos inclui a massa dos revestimentos, equipamentos interiores das casas-de-banho, 
quadros elétricos, armários, cablagens, envidraçados, engates, tampas de proteção, etc. A massa 
Capítulo 6 
6.6 
da estrutura da caixa e bogies representa cerca de 45 % da massa total do veículo. A massa dos 
bogies inclui a massa dos eixos e rodados e dos equipamentos do bogie. 
6.2.2.1. Caixa 
A caixa do veículo é formada por uma estrutura tubular em liga de alumínio, constituída por 20 
painéis extrudidos do tipo alveolar, soldados na direção longitudinal. Na Figura 6.5 a) 
apresenta-se um corte transversal da estrutura da caixa com a identificação dos seus 
constituintes: base (1), paredes laterais (2) e cobertura (3), e ainda o pormenor de uma união 
entre um painel da parede lateral e um painel da cobertura e o pormenor de um painel da base. 
Adicionalmente existem paredes interiores soldadas à restante estrutura junto às portas de 
acesso exteriores.  
 
 
 
a) 
 
1. Sistema de ar condicionado 7.  Controlador do sistema de frenagem 
2.  Veio de transmissão 8.  Reservatório de água e descarga do WC 
3.  Controlador da suspensão ativa 9.  Indicador de frenagem 
4.  Motor de tração 10.  Conversor de tração 
5.  Radiador do motor de tração 11.  Radiador do conversor de tração 
6.  Controlador do sistema de pendulação 
  
b) 
Figura 6.5 – Caixa do veículo BBN: a) corte transversal e pormenores; b) distribuição dos equipamentos 
no sub-leito 
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Na parte superior da base da caixa foi instalado um pavimento do tipo flutuante, fixo à estrutura 
através de apoios elásticos, tendo em vista um adequado isolamento das vibrações de alta 
frequência. Este pavimento compreende um isolante térmico e acústico, em material sintético, 
que se extende às paredes laterais. No sub-leito da caixa existem perfis de suporte a diversos 
equipamentos, conforme ilustração da Figura 6.5 b). Os principais equipamentos são o motor e 
conversor de tração, os controladores dos sistemas de pendulação, da suspensão ativa e de 
frenagem, os reservatórios e o sistema do ar condicionado. 
Os bancos são fixos diretamente à estrutura da caixa por intermédio de ligadores metálicos. Na 
Figura 6.6 apresenta-se uma vista de um banco individual e um pormenor da estrutura de 
suporte em aço. 
 
 
a) b) 
Figura 6.6 – Banco: a) vista; b) pormenor da estrutura de suporte em aço 
6.2.2.2. Bogies 
O veículo BBN incorpora dois bogies motores cuja conceção e produção esteve a cargo da 
Alstom Savigliano (Itália). Na Figura 6.7 apresenta-se um esquema ilustrativo de um bogie 
motor com uma massa total, incluindo os eixos, igual a 8280 kg. 
A estrutura principal do bogie, denominada por chassis, é realizada em aço macio do tipo 
Fe 510 D UNI 7070 e é constituída por duas longarinas (1) que estão ligadas por intermédio de 
duas travessas tubulares (2), formando uma estrutura em duplo H. As uniões entre os elementos 
das longarinas e entre as longarinas e as travessas são soldadas. 
O chassis do bogie apoia-se em dois eixos (3), mais concretamente nas caixas de eixo (6), por 
intermédio das suspensões primárias. Existem duas suspensões primárias por caixa de eixo, 
cada uma constituída por duas molas helicoidais (9) dispostas em série e um amortecedor (10). 
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Figura 6.7 – Bogie motor (Politecnico di Torino, 2000) 
A ligação da caixa do eixo ao chassis é complementada através de duas bielas de guiamento, 
uma inferior (7) e outra superior (8). Na caixa de eixo existe ainda um batente que limita a 
abertura das molas da suspensão primária. Na Figura 6.8 ilustra-se o detalhe da caixa do eixo, 
da suspensão primária e das bielas de guiamento. 
 
Figura 6.8 – Pormenor da caixa do eixo, da suspensão primária e das bielas de guiamento, com a 
representação do mecanismo de equilíbrio das forças 
As bielas têm como função limitar os deslocamentos relativos entre o chassis e os eixos nas 
direções transversal (z) e longitudinal (x), de acordo com o referencial apresentado na figura. 
Importa ainda referir a importância das bielas no controlo das rotações da caixa do eixo tendo 
em vista a estabilidade vertical das suspensões primárias. Na figura é também esquematizado o 
equilíbrio de forças ao nível da caixa do eixo. As forças verticais transmitidas pelas suspensões 
primárias podem provocar um momento de rotação da caixa do eixo que é equilibrado pelo 
binário das forças nas bielas de guiamento. 
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Cada bogie possui dois eixos, um motor, que tem incorporado um grupo redutor (5) e dois 
discos de frenagem (4), e um livre, que tem incorporado três discos de frenagem. Na Figura 6.9 
apresenta-se uma vista geral de um eixo livre. A unir as duas longarinas existe uma travessa, 
articulada nas extremidades, que serve de suporte à timoneria do sistema de frenagem, também 
visível na figura. 
Sobre o chassis apoia-se, por intermédio das suspensões secundárias, a travessa dançante que, 
por sua vez, serve de apoio à travessa de carga que liga diretamente à caixa do veículo. Este 
sistema de travessas, ligadas através de bielas e de atuadores hidráulicos, possibilita a 
pendulação da caixa do veículo, porém tornam a estrutura do bogie mais complexa 
comparativamente à estrutura dos bogies de outros comboios de passageiros. 
 
Figura 6.9 – Eixo livre 
Na Figura 6.10 a) apresentam-se os elementos de ligação entre o chassis e a travessa dançante 
(13), nomeadamente as molas (12), o amortecedor vertical (14) e o amortecedor transversal 
(15) da suspensão secundária, e o cilindro da suspensão lateral ativa. As molas da suspensão 
secundária são constituídas por três molas helicoidais (interior, intermédia e exterior) dispostas 
em série. Estas molas apoiam-se sobre blocos elásticos circulares fixos à zona central do 
chassis (elemento (11) da Figura 6.7). A travessa de carga (17) apoia-se na travessa dançante 
por intermédio de grupos de bielas (18) que permitem a rotação da caixa em torno do seu eixo 
longitudinal mediante a atuação de dois atuadores hidráulicos (19), até um valor máximo de 8o. 
Os movimentos de lacete da caixa do veículo são impedidos por dois amortecedores anti-lacete 
(20) que ligam a travessa de carga às longarinas. A caixa do veículo (16) liga-se rigidamente à 
travessa de carga. 
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a) b) 
Figura 6.10 – Pormenores do bogie: a) travessa dançante; b) travessa de carga (Politecnico di Torino, 
2000) 
Na Figura 6.11 apresentam-se uma planta e um alçado de um bogie motor retirados das peças 
desenhadas do comboio (CP, 2001). 
 
a) 
 
b) 
Figura 6.11 – Desenhos de projeto do bogie motor: a) planta; b) alçado (CP, 2001) 
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No Quadro 6.3 apresenta-se a distribuição de massas do bogie motor, em particular as massas 
dos elementos estruturais e componentes elásticos, e dos eixos e rodados. 
Quadro 6.3 – Distribuição de massas do bogie motor 
Elemento(s) Descrição Massa [kg] 
Longarinas, travessas e viga de apoio 
sistema de frenagem (2)  --- 874 
Travessas dançante e de carga, incluindo 
molas da suspensão secundária (1) --- 1750 
Suspensão primária, amortecedores, 
bielas, atuadores hidráulicos, caixas de 
eixo, chapas de reforço, ligações, etc. 
--- 
1692 
Lado eixo motor 216 
Timoneria do sistema de frenagem, 
incluindo pinças e cilindros (1) Lado eixo livre 326 
Motor 1884 
Eixos e rodados (2) 
Livre 1538 
(1) Valores fornecidos pela EMEF-Entroncamento 
(2) Valores estimados com base nos dados de projeto 
 
6.3. MODELAÇÃO NUMÉRICA DO VEÍCULO BBN 
6.3.1. Descrição 
A análise modal do veículo BBN foi realizada com base num modelo numérico de elementos 
finitos tridimensional desenvolvido no programa ANSYS. Na Figura 6.12 apresenta-se uma 
perspetiva, um alçado e uma vista de topo do modelo. O modelo numérico do comboio Alfa 
Pendular foi desenvolvido a partir da repetição do modelo numérico do veículo BBN para os 
restantes veículos. 
A caixa do veículo foi modelada por intermédio de elementos finitos de casca enquanto os 
bogies foram modelados através de elementos finitos de viga, com exceção das suspensões, das 
bielas, dos amortecedores e do sistema de pendulação que foram modelados através de 
conjuntos mola-amortecedor. Adicionalmente foi modelado, de forma simplificada, o sistema 
passageiro-assento por intermédio de um sistema de um grau de liberdade formado por uma 
massa sobre um conjunto mola-amortecedor, conforme assinalado na Figura 6.12 c). As massas 
dos equipamentos localizados no sub-leito da caixa e nos bogies foram simuladas através de 
elementos de massa. A estrutura foi discretizada com 1082 elementos de casca, 1029 elementos 
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de viga e 148 conjuntos mola-amortecedor. O número total de nós é de 1902, a que 
correspondem 10704 graus de liberdade. 
 
a) 
 
b) 
 
c) 
Figura 6.12 – Modelo numérico do veículo BBN: a) perspetiva; b) alçado; c) vista de topo 
6.3.2. Propriedades geométricas e mecânicas 
Nesta secção são apresentadas as características geométricas e mecânicas das secções 
transversais dos diferentes elementos que constituem o veículo BBN, em particular os 
elementos da caixa e dos bogies. 
6.3.2.1. Caixa 
No Quadro 6.4 apresentam-se as características geométricas das secções dos vários elementos 
que constituem a caixa, nomeadamente a base, a cobertura, as paredes laterais e as paredes 
interiores, e da secção transversal completa. As características geométricas são expressas em 
termos da área (A), das inércias (I) e, no caso da secção completa, da posição do centro de 
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gravidade (YG). A espessura das chapas que constituem os painéis alveolares é igual a 3 mm. O 
módulo de deformabilidade e a densidade das ligas de alumínio, do tipo 6060-T6 e 6082-T6, 
foram considerados iguais a 70 GPa e 2700 kg/m3, respetivamente (EN 1999-1-1, 2007; Pinto, 
2008). 
Quadro 6.4 – Características geométricas dos elementos estruturais da caixa 
Elemento estrutural Secção transversal e características geométricas 
 
Base 
A = 0,02893 m2 ; Ix = 2,277 × 10-5 m4 
 
Cobertura 
A = 0,02252 m2 ; Ix = 5,551 × 10-5 m4 
 
* secção rodada de 90° 
Paredes laterais* 
A = 0,02412 m2 ; Iy = 2,438 × 10-5 m4 
 
Paredes interiores 
A = 0,00294 m2 ; Ix = 0,050 × 10-5 m4 
 
Secção completa 
A = 0,09969 m2 ;  Ix = 0,10223 m4;  Iy = 0,12697 m4;  Iz = 0,13604 m4; YG = 1,200 m 
Na Figura 6.13 são identificados os painéis de elementos finitos considerados na modelação 
numérica da caixa, em correspondência com a base, a cobertura e as paredes laterais. Na 
modelação das paredes laterais foi dada particular atenção ao posicionamento das aberturas 
correspondentes às janelas e às portas de acesso. Os comprimentos dos painéis (l) são iguais a 
2,83 m, 2,57 m e 2,34 m, respetivamente para a base, a cobertura e as paredes laterais. 
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Figura 6.13 – Painéis considerados no modelo numérico da caixa 
Os elementos finitos que simulam os diferentes painéis têm uma espessura (e) constante e são 
constituídos por materiais elásticos e ortotrópicos. O valor da espessura de cada painel foi 
determinado com base na condição da área da secção transversal do painel de elementos finitos 
ser igual à área da secção transversal do painel real. A correção da inércia dos painéis, nas 
direções x e z, foi realizada por intermédio do parâmetro RMI (ANSYS, 2007), definido como a 
razão entre a inércia real do painel (Ireal) e a inércia calculada com base na espessura do 
elemento finito de casca (Imod): 
modI
I
RMI real=  (6.2) 
A inércia calculada com base na espessura do elemento finito de casca resulta da aplicação da 
seguinte expressão: 
12
3
mod
leI =  (6.3) 
Com o objetivo de avaliar a relação entre a rigidez longitudinal (direção x) e a rigidez 
transversal (direção z) dos painéis foi desenvolvido o modelo de elementos finitos apresentado 
na Figura 6.14. Para o efeito foi modelado uma porção do painel da base com uma dimensão 
em planta igual a 1,0×1,0 m2. Os elementos constituintes, em particular as lâminas inferior e 
superior e as lâminas diagonais, foram modeladas por intermédio de elementos finitos de casca 
com espessura igual a 3 mm. Os apoios impedem os movimentos de translação em todas as 
direções e foram posicionados de forma alternada nos bordos 1 e 2. O carregamento consiste 
numa carga vertical unitária e uniformemente distribuída aplicada na lâmina superior. 
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Figura 6.14 – Modelo numérico de uma porção de painel da caixa 
A relação das rigidezes foi estimada com base nos valores do deslocamento vertical do nó 
central do painel, considerando alternadamente os apoios posicionados nos bordos 1 e 2. Os 
resultados obtidos revelaram que a rigidez na direção transversal é cerca de 0,774 vezes a 
rigidez na direção longitudinal. Esta relação foi utilizada na definição das propriedades do 
material ortotrópico que constitui a base da caixa. Para os painéis das paredes e da cobertura, 
semelhantes em termos geométricos, foi utilizada a mesma relação de rigidez. 
A rigidez de torção da caixa pode ser corrigida à custa da alteração dos valores dos parâmetros 
RMI dos painéis que constituem a base, a cobertura e as paredes laterais. 
No Quadro 6.5 são indicados os principais parâmetros geométricos e mecânicos da modelação 
numérica da caixa do veículo, incluindo a designação, o valor adotado e a respetiva unidade. 
Adicionalmente, são também indicadas as características da distribuição estatística de alguns 
dos parâmetros, que serão utilizadas mais adiante na fase de calibração do modelo (ver 
secção 6.5). 
A rigidez da suspensão secundária foi calculada com base nas curvas força-deslocamento 
fornecidas pelo fabricante (CP, 2001). Estas curvas, referentes às molas interior, intermédia e 
exterior, estão ilustradas na Figura 6.15 e apresentam uma lei de comportamento 
aproximadamente linear. Na mesma figura são também indicados os valores médios da rigidez 
de cada mola. O valor da força inicial, para a situação em que a mola está com a altura máxima, 
apresenta uma variação igual a ± 1 %, e a altura da mola uma variação situada no intervalo 
[-3;1] mm.  
1 
1 
2
1 
2
1 
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Figura 6.15 – Curvas dos valores médios força-deslocamento da suspensão secundária 
Nos elementos de projeto refere-se que o valor da constante de amortecimento dos 
amortecedores secundários e anti-lacete foi determinado a partir da medição experimental da 
força para uma velocidade de atuação constante e igual a 0,1 e 0,01 m/s, respetivamente. De 
acordo com as indicações do fabricante, o valor médio da força medida deve ser igual a 
3500 N, no caso do amortecedor secundário, e 4000 N, no caso do amortecedor anti-lacete, 
com uma margem de erro igual a ± 15 % (CP, 2001). 
A rigidez do sistema de pendulação é função da pressão interna instalada nos atuadores 
hidráulicos. No caso do veículo em circulação o sistema de pendulação está ativo e a 
transmissão das cargas da travessa de carga para a travessa dançante é realizada, 
repartidamente, através dos atuadores hidráulicos e dos grupos de bielas cinemáticas. Com o 
veículo em repouso o sistema de pendulação está inativo e, por isso, são apenas os grupos de 
bielas a realizarem a transmissão das cargas entre as travessas. 
A massa adicional da caixa, em termos percentuais, ao nível da base (∆Mb), das paredes laterais 
(∆Mp) e da cobertura (∆Mc), refere-se às parcelas da massa do subitem outros equipamentos 
(ver Quadro 6.2) uniformemente distribuída pela superfície dos respetivos elementos 
estruturais. Os intervalos adotados para os parâmetros refletem o facto da massa adicional estar 
maioritariamente localizada na base da caixa. 
As características de rigidez e amortecimento da interface caixa-assento foram obtidas com 
base nos resultados de um ensaio dinâmico que será apresentado na secção 6.4.3. A massa do 
assento foi considerada igual a 21,4 kg (CP, 2001) e a massa de referência do passageiro igual a 
80 kg (Carlbom, 2000). 
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Quadro 6.5 – Caracterização dos parâmetros do modelo numérico da caixa 
Distribuição estatística 
Parâmetro Designação 
Tipo 
Valor 
médio/ 
desvio-
padrão 
Limites 
(inferior/ 
superior) 
Valor 
adotado Unidade 
K S1 Bogie dianteiro 
K S2 
Rigidez da 
suspensão 
secundária 
vertical Bogie traseiro 
uniforme 260 / 7,5 247 / 272,9 256,4 kN/m 
c S 
Amortecimento da suspensão 
secundária vertical uniforme 35 / 3 
29,75 / 40,25 35 kNm/s 
K ST 
Rigidez da suspensão 
secundária transversal - - / - 
- / - 2500 kN/m 
c ST 
Amortecimento da suspensão 
secundária transversal - - / - 
- / - 17,5 kNm/s 
K Pend 
Rigidez do sistema de 
pendulação - - / - 
- / - 
0 (situação 
de repouso) kN/m 
c AL 
Amortecimento da suspensão 
anti-lacete uniforme 400 / 34,6 340 / 460 400 kNm/s 
K b 
Rigidez da biela de ligação 
travessa dançante - travessa de 
carga 
uniforme 20000 / 8660 5000 / 35000 20000 kN/m 
ρ
 alum Densidade do alumínio - - / - - / - 2700 kg/m
3
 
Dir x (1) - - / - - / - 70 GPa 
E
 alum 
Módulo de 
deformabilidade 
do alumínio Dir z (1) - - / - - / - 54,2 GPa 
RMI
 b Base uniforme 225 / 101 50 / 400 90 - 
RMI
 p Paredes uniforme 90 / 34,6 30 / 150 114 - 
RMI
 c 
Fator corretivo 
do momento de 
inércia 
Cobertura uniforme 300 / 57,7 200 / 400 386 - 
∆M
 b Base uniforme 70 / 11,5 50 / 90 70 % 
∆M
 p Paredes uniforme 20 / 8,7 5 / 35 20 % 
∆M
 c 
Massa adicional 
Cobertura uniforme 7,5 / 4,3 0 / 15 10 % 
e
 bas Base - - / - - / - 10,2 mm 
e
 par Paredes - - / - - / - 10,3 mm 
e
 cob 
Espessura 
equivalente 
Cobertura - - / - - / - 8,8 mm 
(1) De acordo com o referencial da Figura 6.12 
No Quadro 6.6 são indicados os valores das massas dos equipamentos localizados no sub-leito 
da caixa. 
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Quadro 6.6 – Valores das massas dos equipamentos localizados no sub-leito do veículo BBN 
Equipamento 
Nº de 
unidades Massa por unidade [kg] 
• 
Sistema de ar condicionado 2 360 
• 
Transmissão 2 90 
• 
Controlador da suspensão ativa 2 67 
• 
Motor de tração e radiador 2 985 
• 
Controlador do sistema de pendulação 1 380 
• 
Controlador do sistema de frenagem 1 447 
• 
Reservatórios (cheios) 2 375 
• 
Indicador de frenagem 2 20 
• 
Conversor de tração 1 2350 
• 
Radiador do conversor de tração 1 880 
Na Figura 6.16 apresenta-se a distribuição dos elementos de massa nos nós do modelo de 
elementos finitos da base da caixa. 
 
Figura 6.16 – Elementos de massa nos nós do modelo de elementos finitos da base da caixa 
6.3.2.2. Bogies 
Na Figura 6.17 apresenta-se uma perspetiva, um alçado e uma vista de topo do modelo 
numérico do bogie. As cores utilizadas, em conjunto com a legenda, facilitam a identificação 
dos diferentes elementos do bogie. 
Os elementos de viga que estabelecem a ligação dos rodados com a caixa do eixo apresentam 
uma rigidez em torno do seu eixo nula, de modo a simular a ligação rotulada com a caixa do 
eixo. A ligação roda-carril foi modelada através de um elemento de mola com comportamento 
unidirecional. A utilização de elementos de viga rígidos foi particularmente útil no 
posicionamento espacial de diversos elementos, como sucede com os amortecedores e as bielas 
da caixa do eixo, e no estabelecimento de uma ligação monolítica entre elementos, como 
sucede com a ligação das longarinas à viga de apoio do sistema de frenagem ou mesmo na 
ligação da travessa de carga à caixa. 
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As condições de apoio impostas ao bogie, em particular ao nível das longarinas e das travessas 
dançantes e de carga, permitem movimentos de translação na direção vertical e de rotação em 
torno dos eixos x e z, impedindo outros quaisquer movimentos. 
  
Sistema de pendulação
Amortecedor anti-lacete
Amortecedor primário
Amortecedor secundário - transversal
Amortecedor secundário - vertical
Elementos rígidos
Biela cinemática
Caixa do eixo
Eixo
Contacto roda-carril
Ligação bogie-caixa
Longarina
Pivot
Suspensão primária
Suspensão secundária - vertical
Suspensão secundária - transversal
Travessa dançante
Travessa
Travessa de carga
Biela superior caixa de eixo
Biela inferior caixa de eixo
Elementos de apoio sistema frenagem
Apoio unidireccional [direcção x ou z]
Apoio unidireccional [direcção y]
Apoio duplo [direcções x e z]
zona central
extremidade
 
a) 
 
b) 
 
c) 
Figura 6.17 – Modelo numérico do bogie: a) vista geral; b) alçado; c) vista de topo 
No Quadro 6.7 apresentam-se as características geométricas das secções dos vários elementos 
que constituem os bogies, em particular os eixos, as longarinas, as travessas e a viga de apoio 
do sistema de frenagem. As características geométricas são expressas em termos da área (A) e 
das inércias (I) em relação a todos os eixos coordenados. Os perfis e as chapas dos perfis 
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reticulados soldados são em aço e têm espessuras compreendidas entre os 8 mm e 15 mm. O 
módulo de deformabilidade e a densidade do aço foram considerados iguais a 200 GPa e 
7850 kg/m3, respetivamente. 
Quadro 6.7 – Características geométricas dos elementos estruturais dos bogies 
Elemento estrutural Secção transversal Características geométricas 
Eixos 
 
A = 0,00778 m2 
Ix = 0,267 × 10-4 m4 
Iy = 0,267 × 10-4 m4 
Iz = 0,534 × 10-4 m4 
zona central  
 
A = 0,01093 m2 
Ix = 0,857 × 10-4 m4 
Iy = 0,887 × 10-4 m4 
Iz = 0,121 × 10-3 m4 
Longarina 
extremidades 
 
A = 0,00541 m2 
Ix = 0,218 × 10-4 m4 
Iy = 0,780 × 10-4 m4 
  Iz = 0,156 × 10-4 m4 
principal 
 
A = 0,00718 m2 
Ix = 0,210 × 10-4 m4 
Iy = 0,210 × 10-4 m4 
  Iz = 0,421 × 10-4 m4 
dançante 
 
A = 0,00751 m2 
Ix = 0,453 × 10-4 m4 
Iy = 0,170 × 10-4 m4 
Iz = 0,400 × 10-4 m4 
Travessa 
carga 
 
A = 0,00747 m2 
Ix = 0,480 × 10-4 m4 
Iy = 0,304 × 10-4 m4 
  Iz = 0,359 × 10-6 m4 
Viga de apoio do sistema 
de frenagem 
 
A = 0,00269 m2 
Ix = 0,0387 × 10-4 m4 
Iy = 0,0387 × 10-4 m4 
  Iz = 0,0774 × 10-4 m4 
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No Quadro 6.8 são indicados os principais parâmetros geométricos e mecânicos da modelação 
numérica do bogie, incluindo a designação, o valor adotado e a respetiva unidade. 
Adicionalmente, são também indicadas as características da distribuição estatística de alguns 
dos parâmetros, que serão utilizadas mais adiante na fase de calibração do modelo do bogie 
(ver secção 6.5). 
Quadro 6.8 – Caracterização dos parâmetros da modelação numérica do bogie 
Distribuição estatística 
Parâmetro Designação 
Tipo 
Valor 
médio/ 
desvio-
padrão 
Limites 
(inferior/ 
superior) 
Valor 
adotado Unidade 
KP Rigidez da suspensão primária uniforme 564 / 26,6 518 / 610 564 kN/m 
cP Amortecimento da suspensão 
primária uniforme 18 / 1,6 15,3 / 20,7 18 kNm/s 
Kbls Superior uniforme 6,5 / 2,0 3 / 10 6,5 MN/m 
Kbli 
Rigidez da 
biela caixa 
de eixo Inferior uniforme 25 / 8,7 10 / 40 25 MN/m 
Krc Rigidez da ligação roda-carril - - / - - / - 1,5674×109 N/m 
∆Mlc Longarina (zona central) uniforme 75 / 43,3 0/ 150 42 kg/m 
∆Mle Longarina (extremidades) uniforme 30 / 17,3 0/ 60 38 kg/m 
∆Mt Travessa uniforme 125 / 72,2 0 / 250 92 kg/m 
∆Me 
Massa 
adicional  
Eixos - - / - - / - 271 kg/m 
A rigidez da suspensão primária foi calculada com base nas curvas força-deslocamento 
fornecidas pelo fabricante (CP, 2001). Estas curvas, referentes às molas interior e exterior, 
estão ilustradas na Figura 6.18 e são aproximadamente lineares. Na mesma figura são também 
indicados os valores médios da rigidez de cada mola. O valor da força inicial, para a situação 
em que a mola está com a altura máxima, apresenta uma variação igual a ± 1 %, e a altura da 
mola uma variação de ± 2 mm. 
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Figura 6.18 – Curvas dos valores médios força-deslocamento da suspensão primária 
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Os elementos de projeto referem que o valor da constante de amortecimento dos amortecedores 
primários foi determinado a partir da medição experimental da força para uma velocidade de 
atuação constante e igual a 0,1 m/s. De acordo com as indicações do fabricante, o valor médio 
da força medida deve ser igual a 1800 N com uma margem de erro igual a ± 15 % (CP, 2001). 
A rigidez dos elementos elásticos, nomeadamente das bielas inferior e superior da caixa do 
eixo, podem apresentar variações de ± 10 %, no caso de peças novas, e ± 20 % no caso de 
peças usadas (CP, 1998). 
A rigidez da ligação roda-carril foi estimada com base na Expressão (2.10) considerando o 
módulo de deformabilidade e o coeficiente de Poisson do carril igual a 210 GPa e 0,30 
respetivamente, a carga vertical transmitida pela roda igual a 132 ×103 N, e os raios da roda e 
do carril no ponto de contacto iguais a 0,445 m e 0,300 m respetivamente. 
A massa adicional do bogie, ao nível das longarinas (∆Ml), das travessas (∆Mt) e dos eixos 
(∆Me), diz respeito à massa de molas, amortecedores, bielas, ligações, chapas de reforço, caixas 
de eixo, entre outros. Estas massas foram consideradas linearmente distribuídas nos vários 
elementos. No caso das longarinas a massa adicional foi ainda dividida em duas parcelas em 
função da sua localização: na zona central (∆Mlc), ou seja, nos troços localizados entre as 
travessas, e nas extremidades (∆Mle). 
Foram ainda consideradas massas pontuais referentes a elementos estruturais e equipamentos 
do bogie, consoante as indicações do Quadro 6.9, onde são descritos os vários componentes, o 
número de unidades e os valores da massa por unidade. 
Quadro 6.9 – Distribuição das massas pontuais no bogie 
Componente Nº unidades Massa por unidade [kg] 
* 
Sistema de apoio do amortecedor anti-lacete e da 
travessa de suporte dos discos dos freios 
6 50 
* Sistema de apoio da biela de guiamento inferior da 
caixa de eixo 
4 10 
* Sistema de apoio da biela de guiamento superior da 
caixa de eixo 
4 10 
* Sistema de apoio do batente lateral 2 10 
* Discos de frenagem 5 100 
* Grupo redutor 1 346 
* Rodado 4 263 
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Na Figura 6.19 ilustra-se a localização destas massas pontuais no modelo de elementos finitos 
do bogie. Para facilitar a visualização o modelo numérico apresentado não engloba as travessas 
dançante e de carga e a suspensão secundária. 
 
Figura 6.19 – Elementos de massa nos nós do modelo de elementos finitos do bogie    
6.3.3. Parâmetros modais 
No Quadro 6.10 apresentam-se as frequências naturais amortecidas dos principais modos de 
vibração do veículo BBN. No caso dos bogies, distinguem-se, para os modos 1B e 2B, os 
valores das frequências referentes ao movimento dos dois bogies em fase e anti-fase, 
respetivamente, e para o modo 3B, os valores das frequências relativas aos movimentos 
isolados dos bogies esquerdo e direito, respetivamente. 
Quadro 6.10 – Frequências naturais relativas aos modos de vibração da caixa e dos bogies obtidos por 
via numérica 
Na Figura 6.20 apresentam-se as configurações modais associadas a modos de corpo rígido 
(1C, 2C e 3C) e a modos estruturais de torção (4C e 6C) e de flexão (5C) da caixa. Nestes 
Elemento Modo Natureza do modo de vibração Frequência amortecida  [Hz] 
1C rotação (eixo x) 0,86 
2C translação 1,04 
3C 
Corpo rígido 
rotação (eixo z) 1,42 
4C 1º torção 10,21 
5C 1º flexão 16,20 
Caixa 
6C 
Estrutural 
2º torção 15,05 
1B translação 8,21 / 8,18 
2B rotação (eixo x) 4,89 / 5,28 Bogies 
3B 
Corpo rígido 
rotação (eixo z) 12,10 / 12,04 
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modos os movimentos dos bogies são muito reduzidos. Os modos de corpo rígido envolvem os 
movimentos de translação e de rotação da caixa sobre as suspensões secundárias.  
  
Modo 1C  
f = 0,86 Hz 
Modo 4C 
f = 10,21 Hz 
 
 
Modo 2C 
f = 1,04 Hz 
Modo 5C 
f = 16,20 Hz 
 
 
Modo 3C 
f = 1,42 Hz 
Modo 6C 
f = 15,05 Hz 
Figura 6.20 – Modos de vibração de corpo rígido e estruturais da caixa obtidos por via numérica 
Foram ainda identificados inúmeros modos locais, envolvendo a flexão de elementos da caixa, 
em particular da base, das paredes e da cobertura. A título exemplificativo, ilustra-se na Figura 
6.21 os dois primeiros modos locais (1L e 2L) que envolvem a flexão da base da caixa, e com 
valores das frequências amortecidas iguais a 8,85 Hz e 9,63 Hz respetivamente. 
 
 
Modo 1L 
f = 8,85 Hz 
Modo 2L 
f = 9,63 Hz 
Figura 6.21 – Modos de vibração locais da caixa obtidos por via numérica 
Na Figura 6.22 apresentam-se as configurações modais, em perspetiva e em alçado, de um 
bogie do veículo. O modo 1B envolve o movimento de translação vertical do bogie. Os modos 
2B e 3B envolvem o movimento de rotação do bogie em torno dos eixos x e z, respetivamente. 
Nestes modos a caixa apresenta movimentos muito reduzidos. 
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Modo 1B 
 
 
Modo 2B 
 
 
Modo 3B 
Figura 6.22 – Modos de vibração dos bogies obtidos por via numérica 
A matriz de amortecimento do veículo foi obtida a partir da soma de uma matriz de 
amortecimento de Rayleigh (Expressão (4.24)) com a matriz resultante do espalhamento das 
matrizes dos elementos com amortecimento localizado, em particular dos amortecedores 
primários, secundários e anti-lacete. 
As constantes de Rayleigh foram calculadas através da Expressão (4.26), fixando coeficientes 
de amortecimento iguais a 2 % para os modos de vibração 4C e 6C. A evolução do coeficiente 
de amortecimento em função da frequência, para a parcela do amortecimento de Rayleigh, 
encontra-se representada graficamente na Figura 6.23. 
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Figura 6.23 – Curva de amortecimento de Rayleigh 
6.4. ENSAIOS 
Nesta secção são descritos os ensaios experimentais do veículo BBN que envolveram os 
ensaios dinâmicos da caixa, do bogie e do sistema passageiro-assento. Os resultados destes 
ensaios serão utilizados na calibração do modelo numérico do veículo. 
6.4.1. Ensaio da caixa 
6.4.1.1. Descrição 
O ensaio dinâmico da caixa foi realizado na oficina do Porto da EMEF, empresa responsável 
pela manutenção dos comboios da CP, tendo em vista a identificação das frequências e modos 
de vibração de corpo rígido e estruturais da caixa. O ensaio decorreu em duas fases 
correspondentes à monitorização de dois veículos BBN, um pertencente ao comboio AP 4009 e 
outro pertencente ao comboio AP 4005. Na Figura 6.24 apresenta-se uma vista em perspetiva 
do veículo ensaiado pertencente ao comboio AP 4009. 
 
Figura 6.24 – Vista do veículo BBN ensaiado 
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O ensaio envolveu a instrumentação da caixa com 14 acelerómetros piezoelétricos (A0 a A13), 
modelo 393A03 da marca PCB, colocados na base da caixa junto à intersecção com as paredes 
laterais, conforme o esquema da Figura 6.25. Nas extremidades da caixa os acelerómetros têm 
a sua posição condicionada devido às escadas de acesso ao exterior. 
Eixo
bogie
1/4
vão
1/3
vão
1/2
vão
1/3
vão
1/4
vão
Eixo
bogie
A0
z
xy
A1
A2
A3
A4
A5
A6
A7
A8
A9
A10
A11
A12
A13
 
Figura 6.25 – Localização dos acelerómetros na caixa do veículo 
Os acelerómetros localizados na zona dos assentos foram posicionados através de cantoneiras 
metálicas fixas com discos magnéticos à estrutura do assento (ver Figura 6.26 a)). Esta solução 
evita a colocação dos acelerómetros sobre o pavimento flutuante da caixa. Os acelerómetros 
localizados nas extremidades da caixa, na zona dos acessos, foram instalados em blocos em aço 
diretamente assentes sobre o pavimento (ver Figura 6.26 b)). 
A aquisição dos dados foi realizada através do sistema NI cDAQ-9172 com recurso a módulos 
NI 9233 para acelerómetros do tipo IEPE e alimentado por um sistema de baterias. As séries 
temporais foram adquiridas por períodos de 12 minutos, a uma frequência de amostragem de 
2000 Hz, posteriormente decimadas para uma frequência igual a 100 Hz. 
   
 
a) b) 
Figura 6.26 – Acelerómetros instalados na caixa do veículo: a) no assento; b) no pavimento 
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Atendendo ao elevado amortecimento dos modos de vibração do veículo, foi necessário 
recorrer-se a uma excitação externa de modo a aumentar os níveis de vibração. Foram 
utilizadas duas técnicas de excitação externa distintas, ambas baseadas na ação de um grupo de 
pessoas. A primeira técnica, utilizada no ensaio do comboio AP 4009, envolveu a circulação 
aleatória dos indivíduos, em termos temporais e espaciais, em movimentos do tipo passo 
lento/acelerado e corrida. A segunda técnica, utilizada no ensaio do comboio AP 4005, 
distingue-se da primeira pelo facto do grupo de pessoas executar saltos. 
Neste ensaio foram também instalados acelerómetros nos bogies mas, devido a restrições de 
acessibilidade, não foi possível excitar os bogies com níveis adequados de vibração de modo a 
viabilizar a identificação dos seus parâmetros modais. Note-se que os modos de vibração dos 
bogies, nas condições do ensaio, são muito amortecidos devido aos amortecedores dos sistemas 
de suspensão primária e secundária. 
6.4.1.2. Identificação dos parâmetros modais 
A identificação das frequências e modos de vibração da caixa do veículo foi realizada por 
intermédio da aplicação da versão melhorada do método de decomposição no domínio da 
frequência (EFDD) disponível no programa ARTeMIS (2009). 
Na Figura 6.27 apresentam-se as curvas dos valores singulares médios e normalizados da 
matriz dos espetros para os ensaios dos comboios AP 4009 e AP 4005, respetivamente. São 
identificadas três zonas (Z1, Z2 e Z3) associadas a diferentes tipos de modos de vibração do 
veículo, para além dos picos em correspondência com os cinco modos de vibração da caixa que 
foi possível identificar com este ensaio (1C a 5C). A zona Z1 engloba os modos de corpo rígido 
da caixa, a zona Z2 os modos associados a movimentos dos assentos e dos bogies, e a zona Z3 
os modos estruturais da caixa. 
A comparação das curvas dos valores singulares obtidas a partir dos ensaios realizados com 
uma excitação de carácter não impulsivo (Figura 6.27 a)) e impulsivo (Figura 6.27 b)) realçam 
a importância da técnica de excitação na identificação dos modos da caixa. 
Os resultados obtidos com uma excitação de carácter não impulsivo (passo e corrida) mostram 
uma concentração da energia em zonas do espetro com frequências baixas e próximas das 
frequências associadas aos modos de corpo rígido, dificultando a identificação de picos, como 
se constata na Figura 6.27 a). Por sua vez, os picos associados aos modos estruturais da caixa, 
com frequências mais elevadas, aparecem melhor definidos na curva do ensaio realizado com 
uma excitação não impulsiva. A identificação das frequências associadas a movimentos de 
corpo rígido da caixa foi realizada com base nas curvas referentes aos três primeiros valores 
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singulares (Figura 6.27 b)), em correspondência com os modos 2C, 3C e 1C. As zonas 
representadas a cor vermelha identificam as porções do espetro selecionadas para a estimativa 
dos parâmetros modais. Na Figura 6.27 b) é ainda representada, a cor cinza, a função de 
coerência modal que apresenta valores mais elevados nas zonas do espetro onde foram 
identificados os modos de vibração do sistema. 
 
a) 
 
b) 
Figura 6.27 – Identificação dos parâmetros modais por intermédio do método EFDD: a) ensaio 
AP 4009; b) ensaio AP 4005 
Na Figura 6.28 apresentam-se as configurações dos modos de vibração identificados e os 
valores das respetivas frequências naturais. Não foi possível identificar o modo de vibração 6C. 
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Modo 1C 
f = 1,01 Hz 
Modo 2C 
f = 1,33 Hz 
 
 
Modo 3C 
f = 1,59 Hz 
Modo 4C 
f = 8,38 Hz 
 
Modo 5C 
f = 12,26 Hz 
Figura 6.28 – Frequências e modos de vibração da caixa obtidos por via experimental 
Na Figura 6.29 são apresentados os valores das frequências de vibração obtidas a partir dos 
ensaios realizados aos comboios AP 4009 e AP 4005, por aplicação do método EFDD. Os 
valores apresentados resultaram da repetição das medições experimentais em cada ensaio. No 
ensaio do comboio AP 4009 apenas foram identificados os modos estruturais. Os resultados 
mostram uma boa repetibilidade dos valores das frequências, em particular para os modos de 
vibração 1C a 3C. As frequências relativas aos modos 4C e 5C obtidas com base nos resultados 
dos ensaios aos comboios AP 4009 e AP 4005 apresentam valores muito próximos. 
 
Figura 6.29 – Comparação das frequências de vibração obtidas com base nos ensaios dinâmicos 
realizados aos veículos BBN dos comboios AP 4005 e AP 4009 
Modelação numérica e calibração experimental do comboio Alfa Pendular 
6.31 
6.4.2. Ensaio do bogie 
6.4.2.1. Descrição 
O ensaio dinâmico do bogie foi realizado nas oficinas do Entroncamento da EMEF e 
possibilitou a identificação das frequências e modos de vibração do bogie nas condições do 
ensaio, em particular os associados a movimentos de corpo rígido.  
Na Figura 6.30 a) apresenta-se uma vista geral do bogie ensaiado (refª 640041) e do pórtico de 
reação. Para a realização do ensaio foram desmontadas as suspensões secundárias, os 
amortecedores anti-lacete e as travessas dançante e de carga. A massa total do bogie ensaiado é 
igual a 6080 kg, equivalente a cerca de 73 % da massa total do bogie. 
 
 
a) b) 
Figura 6.30 – Ensaio dinâmico do bogie: a) vista geral; b) atuador e blocos de repartição 
O bogie foi sujeito a cargas impostas por dois atuadores hidráulicos, na zona dos blocos de 
apoio das suspensões secundárias, de modo a reproduzir as cargas aplicadas pela caixa do 
veículo. Tal foi ainda necessário para evitar que as suspensões primárias ficassem bloqueadas 
pelos batentes das caixas de eixo. Cada atuador aplicou uma carga aproximadamente igual a 
70 kN que se manteve constante no decorrer do ensaio. A transferência das cargas para o bogie 
foi realizada com auxílio de blocos de repartição em madeira, conforme ilustrado na Figura 
6.30 b). Os blocos de repartição apoiam diretamente no bogie por intermédio dos blocos 
elásticos da suspensão secundária. 
O ensaio foi realizado com recurso a 8 acelerómetros piezoelétricos (A0 a A7), modelo 393A03 
da marca PCB, posicionados nas extremidades das longarinas na direção vertical, conforme 
ilustrado na planta da Figura 6.31 a). A ligação dos acelerómetros às longarinas foi efetuada 
por intermédio de bases magnéticas, conforme ilustrado na Figura 6.31 b). A aquisição dos 
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dados foi realizada através do sistema NI cDAQ-9172 com recurso a dois módulos NI 9233 
para acelerómetros do tipo IEPE, alimentado por um sistema de baterias. 
 
 
a) b) 
Figura 6.31 – Ensaio dinâmico do bogie: a) planta com a localização dos acelerómetros; b) pormenor da 
instalação 
Para excitar o bogie foram aplicados impulsos na sua estrutura por intermédio de martelos com 
ponteira em borracha (Figura 6.32 a)). Esta técnica permitiu aumentar os níveis de vibração da 
estrutura e assim melhorar a qualidade dos sinais medidos. O controlo da intensidade dos 
impulsos foi essencial para evitar a saturação dos sinais. 
As séries temporais foram adquiridas por períodos de 5 minutos, com uma frequência de 
amostragem de 2000 Hz, posteriormente decimadas para uma frequência de 200 Hz. 
O ensaio do bogie foi realizado, numa primeira fase, com os amortecedores primários 
instalados, e numa segunda fase, sem os amortecedores primários. Na Figura 6.32 b) está 
representada a vista de um dos eixos com o amortecedor primário do bogie desmontado.  
 
 
a) b) 
Figura 6.32 – Ensaio dinâmico do bogie: a) técnica de excitação através de martelo de impulsos; b) vista 
de um dos eixos com o amortecedor primário desmontado 
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6.4.2.2. Identificação dos parâmetros modais 
A - Frequências e modos de vibração 
A identificação das frequências e modos de vibração foi realizada por aplicação do método 
estocástico em sub-espaços a partir das séries temporais (SSI-DATA) variante UPC, disponível 
no programa ARTeMIS. 
Na Figura 6.33 apresentam-se os diagramas de estabilização estimados com base em modelos 
de ordem compreendida entre 1 e 140, para o ensaio do bogie sem os amortecedores (Figura 
6.33 a)) e com amortecedores (Figura 6.33 b)) das suspensões primárias instalados. Os 
alinhamentos verticais de pontos vermelhos (modos estáveis) permitem identificar as 
frequências naturais do sistema. A definição destes pontos foi baseada num critério de 
estabilização que admite uma variação máxima igual a 0,01 Hz para as frequências, 0,01 % 
para o coeficiente de amortecimento e 0,05 para o MAC. 
 
a) 
 
b) 
Figura 6.33 – Identificação dos parâmetros modais por intermédio do método SSI-DATA variante UPC: 
a) bogie sem amortecedores; b) bogie com amortecedores 
1’B 2’B 3’B 4’B 
1B 2B 3B 4B 
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Na Figura 6.33 estão assinalados quatro modos de vibração identificados no ensaio sem 
amortecedores (modos 1B a 4B) e com amortecedores (modos 1’B a 4’B). A inclusão dos 
amortecedores primários teve como consequência o aumento das frequências dos modos 
identificados, com particular incidência no 1º modo (1B e 1’B) cuja frequência passou de 
11,90 Hz para 14,02 Hz, ou seja, um acréscimo de cerca de 18 %. Os restantes modos 
registaram aumentos entre 3,5 % e 5 %. 
Na Figura 6.34 apresentam-se os valores das frequências naturais e as configurações dos modos 
identificados. Os modos 1B/1’B e 3B/3’B são modos de rotação nas direções longitudinal e 
transversal, respetivamente. O modo 4B/4’B é um modo de rotação na direção longitudinal com 
movimentos das longarinas em oposição de fase. O modo 2B/2’B é um modo de translação com 
ordenadas do lado do eixo motor superiores às ordenadas do lado do eixo livre. Este facto deve-
se à distribuição não uniforme da massa devido ao grupo redutor acoplado ao eixo motor e 
parcialmente apoiado na travessa. 
 
 
Modo 1B (f1B = 11,90 Hz) Modo 1’B (f1’B = 14,02 Hz) 
 
 
Modo 2B (f
 2B= 17,75 Hz) Modo 2’B (f2’B = 18,60 Hz) 
 
 
Modo 3B (f3B = 24,48 Hz) Modo 3’B (f3’B = 25,32 Hz) 
 
 
Modo 4B (f4B= 27,73 Hz) Modo 4’B (f4’B = 28,83 Hz) 
Figura 6.34 – Frequências e modos de vibração do bogie obtidos por via experimental 
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Na Figura 6.35 apresentam-se os valores das frequências naturais de vibração do bogie, com e 
sem amortecedores, obtidos repetindo diversas vezes o ensaio experimental.  
 
Figura 6.35 – Frequências de vibração do bogie, com e sem amortecedores, obtidos por via experimental 
A figura evidencia que os valores das frequências naturais apresentam uma boa repetibilidade, 
em particular para os modos 1B/1’B, 2B/2’B e 3B/3’B. O modo 4B/4’B é o que apresenta a 
maior variabilidade, tendo-se registado diferenças de aproximadamente 1 Hz, no ensaio com 
amortecedores, e 0,5 Hz no ensaio sem amortecedores. 
B - Coeficientes de amortecimento 
Na Figura 6.36 apresentam-se os valores dos coeficientes de amortecimento do bogie, com e 
sem amortecedores, obtidos repetindo diversas vezes o ensaio experimental. 
 
Figura 6.36 – Coeficientes de amortecimento modais do bogie, com e sem amortecedores, obtidos por 
via experimental 
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Os valores dos coeficientes de amortecimento obtidos nos ensaios realizados com 
amortecedores são superiores aos valores obtidos a partir dos ensaios realizados sem 
amortecedores. Curiosamente, o modo 1B/1’B, que registou o maior aumento da frequência de 
vibração, foi também o que apresentou o aumento mais significativo do valor médio do 
coeficiente de amortecimento, que passou de 2,1 % para 5,7 %. Os restantes coeficientes de 
amortecimento apresentam valores médios iguais a 2,6 % e 2,8 %, 2,8 % e 3,3 %, e 4,5 % e 
4,8 %, respetivamente para os modos 2B e 2’B, 3B e 3’B, e 4B e 4’B. O modo 4B/4’B 
apresenta valores médios do coeficiente de amortecimento superiores aos restantes modos, em 
virtude da sua configuração mobilizar as ligações entre elementos da estrutura do bogie, ao 
contrário dos restantes modos que são modos de corpo rígido. 
6.4.3. Ensaio do sistema passageiro-assento 
As características dinâmicas do sistema passageiro-assento foram estimadas com base num 
ensaio dinâmico envolvendo a instrumentação com acelerómetros da almofada (Figura 6.37) e 
da base do assento, junto da sua ligação à estrutura da caixa do veículo. 
 
Figura 6.37 – Acelerómetro triaxial marca PCB e modelo 356B41 utilizado no ensaio dinâmico do 
sistema passageiro-assento 
O acelerómetro instalado na almofada do assento, marca PCB e modelo 356B41, tem uma 
forma circular e achatada, especialmente concebida para a colocação na interface passageiro-
assento. O ensaio foi realizado com um passageiro de massa aproximadamente igual a 80 kg. A 
excitação do sistema foi assegurada por intermédio de um grupo de pessoas que, de uma forma 
aleatória em termos temporais e espaciais, saltaram na proximidade do assento. 
Na Figura 6.38 apresentam-se as funções de transmissibilidade (Wei and Griffin, 1998a), 
determinadas por via experimental e por via numérica, com base num modelo dinâmico de 1 
grau de liberdade calibrado com base nos resultados do ensaio. 
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Figura 6.38 – Função de transmissibilidade obtida por via experimental e numérica com base num 
modelo de 1 grau de liberdade 
O melhor ajuste entre as curvas experimental e numérica foi obtido para uma rigidez do assento 
igual a 58,4×103 N/m e um amortecimento igual a 1658,6 N.m/s. Os valores obtidos são da 
ordem de grandeza dos valores estimados por Wei e Griffin (1998b) com base em medições 
experimentais realizadas em assentos de veículos ferroviários. As curvas mostram a existência 
de um pico da função para uma frequência igual a 4,3 Hz. 
Na Figura 6.39 estão representadas as amplitudes dos auto-espetros médios e normalizados 
(ANPSD) das acelerações medidas no assento e na caixa. 
 
Figura 6.39 – Auto-espetros médios e normalizados das acelerações medidas no assento e na caixa 
A observação da figura permite identificar inúmeros picos em correspondência com 
frequências da caixa e assento. O pico de maior amplitude diz respeito ao modo de vibração do 
assento com uma frequência próxima de 4,3 Hz. Nesta frequência a amplitude de vibração da 
caixa é inferior à amplitude de vibração do assento. São ainda visíveis inúmeros picos, com 
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frequências entre 8 Hz e 15 Hz, em correspondência com os modos de vibração estruturais da 
caixa de carácter global e local. Nesta gama de frequências é curioso constatar o efeito de 
isolamento proporcionado pelo assento, comprovado pelo facto das amplitudes do espetro do 
assento serem inferiores às amplitudes do espetro da caixa. 
6.5. CALIBRAÇÃO DO MODELO NUMÉRICO 
6.5.1. Introdução 
A calibração experimental do modelo numérico do veículo BBN foi efetuada com base nos 
resultados dos ensaios dinâmicos do bogie (6.4.2) e da caixa (6.4.1) e foi realizada em duas 
fases. A primeira fase incidiu na calibração do modelo numérico do bogie nas condições do 
ensaio, considerando os parâmetros modais obtidos com e sem amortecedores primários. A 
segunda fase centrou-se na calibração do modelo numérico do veículo completo. Os parâmetros 
numéricos do bogie estimados na primeira fase foram assumidos como parâmetros 
determinísticos na segunda fase. 
A calibração dos modelos do bogie e do veículo envolveu a realização de uma análise de 
sensibilidade, de uma otimização e uma análise de correlação.  
A técnica de emparelhamento dos modos de vibração numéricos e experimentais, baseada no 
cálculo da energia de deformação modal e no parâmetro EMAC, é também abordada. No caso 
do modelo do bogie foram empregues as técnicas de emparelhamento de modos de vibração 
reais, para o modelo sem amortecedores, e de modos complexos, para o modelo com 
amortecedores. 
6.5.2. Calibração do bogie 
6.5.2.1. Modelo numérico nas condições do ensaio 
A - Descrição 
A calibração do modelo numérico do bogie obrigou a desenvolver um modelo que atendesse às 
condições do ensaio. As alterações ao modelo original passaram pela remoção das molas e dos 
amortecedores das suspensões secundárias e também das travessas dançante e de carga. Foram 
ainda adicionados elementos para simular a interface entre o bogie e o sistema de atuação, 
nomeadamente os blocos de repartição e os blocos elásticos das suspensões secundárias. 
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Na Figura 6.40 a) apresenta-se o modelo numérico de elementos finitos do bogie nas condições 
do ensaio. O pormenor da modelação da interface entre o bogie e o sistema de atuação é 
apresentado na Figura 6.40 b). 
 
a) 
 
b) 
Amortecedor primário
Elementos rígidos
Caixa do eixo
Eixo
Contacto roda-carril
Longarina
Suspensão primária
Travessa
Biela superior caixa de eixo
Biela inferior caixa de eixo
Elementos de apoio sistema frenagem
Apoio unidireccional [direcção x ou z]
Apoio unidireccional [direcção y]
Apoio duplo [direcções x e z]
Rigidez do bloco elástico da suspensão secundária
Direcção y
Direcções x, z
Viga de repartição
zona central
extremidade
 
Figura 6.40 – Modelo numérico de elementos finitos do bogie nas condições do ensaio: a) vista geral; 
b) pormenor 
No ponto de contacto dos atuadores hidráulicos foram introduzidos apoios rígidos que podem 
assumir diferentes posições para atender aos desvios do ponto de contacto nas direções 
longitudinal (x) e transversal (z). Na direção longitudinal, o elemento que simula o bloco de 
repartição foi dividido em 10 troços, cada um com comprimento igual a 0,04 m, originando 11 
posições possíveis para o apoio (posições 0 a 10). As posições 0 e 10 correspondem ao apoio 
estar localizado no nó com a menor e a maior coordenada segundo o eixo x, respetivamente. Na 
direção transversal ao bloco de repartição foram inseridos troços de viga rígidos, cada um com 
comprimento igual a 0,05 m, para permitir o posicionamento do apoio em duas novas posições 
(posições -1 e 1) em correspondência com a menor e a maior coordenada segundo o eixo z, 
respetivamente. 
No modelo inicial considerou-se a posição dos apoios rígidos a posição 5, na direção 
longitudinal, ou seja, a meia distância entre os apoios dos blocos de repartição, e a posição 0, 
na direção transversal, o que significa não ter qualquer desvio.  
Pormenor 
Lado 
esquerdo 
Lado 
direito 
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Os blocos elásticos da suspensão foram modelados por intermédio de elementos de mola 
posicionados na vertical. A rigidez do contacto entre os blocos de repartição e os blocos 
elásticos da suspensão foi também modelada, nas direções x e z, por intermédio de elementos 
de mola. A rigidez destes elementos foi calculada com base na rigidez distorcional dos blocos 
elásticos das suspensões. 
No Quadro 6.11 são descritos os parâmetros geométricos e mecânicos do modelo numérico do 
bogie nas condições do ensaio, incluindo a designação, a distribuição estatística, o valor 
adotado e a respetiva unidade. Estes parâmetros devem ser considerados conjuntamente com os 
parâmetros relativos ao bogie indicados no Quadro 6.8. 
Quadro 6.11 – Caracterização dos parâmetros do modelo numérico do bogie nas condições do ensaio 
Distribuição estatística 
Parâmetro Designação 
Tipo 
Valor 
médio/ 
desvio-
padrão 
Limites 
(inferior/
superior) 
Valor 
adotado Unidade 
Kb Direção vertical uniforme 12000 / 1732 
9000 / 
15000 12000 kN/m 
Kbtl 
Rigidez do 
bloco elástico 
da suspensão 
secundária 
Direção longitudinal e 
transversal uniforme 
25250 / 
14289 
500 / 
50000 5000 kN/m 
Posle esquerda 
Posld 
Direção 
longitudinal direita 
uniforme 5 / 1,7 2 / 8 5 --- 
Poste esquerda 
Postd 
Posição do 
ponto de 
contacto do 
sistema de 
atuação 
Direção 
transversal direita 
uniforme 0 / 0,6 -1 / 1 0 --- 
Em Módulo de deformabilidade da madeira uniforme 8 / 2,3 4 / 12 10 GPa 
O valor da rigidez vertical do bloco elástico da suspensão secundária foi estimado com base 
nos elementos de projeto e que assumem uma tolerância em relação aos valores nominais de 
± 25 % para peças usadas (CP, 2001). 
A posição do ponto de contacto com o sistema de atuação, nas direções longitudinal e 
transversal, pode tomar valores distintos para os atuadores hidráulicos dos lados esquerdo e 
direito, em virtude da sua instalação não ter sido executada com controlo de geometria. O 
intervalo de variação da posição longitudinal do atuador foi limitado às posições 2 a 8. 
B – Parâmetros modais 
Na Figura 6.41 apresentam-se as configurações modais de quatro dos modos de vibração, 
obtidos por via numérica, e os respetivos valores das frequências de vibração, não amortecidas 
e amortecidas. As configurações modais obtidas com inclusão do amortecimento são muito 
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semelhantes às obtidas sem inclusão do amortecimento representadas na figura. A designação e 
características dos modos de vibração numéricos são idênticas às dos modos de vibração 
obtidos por via experimental. 
 
 
Modo 1B – f = 10,59 Hz 
Modo 1’B – f = 11,43 Hz  
 
 
Modo 2B – f = 17,68 Hz 
Modo 2’B – f = 18,05 Hz 
 
 
Modo 3B – f = 21,64 Hz 
Modo 3’B – f = 22,89 Hz 
 
 
Modo 4B – f = 22,77 Hz 
Modo 4’B – f = 25,21 Hz 
Figura 6.41 – Frequências e modos de vibração do bogie, nas condições de ensaio, obtidos por via 
numérica 
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6.5.2.2. Emparelhamento dos modos de vibração 
Na Figura 6.42 apresentam-se os quatro clusters em que foi dividido o modelo para o 
emparelhamento dos modos de vibração. Os clusters longarinas, travessas e eixos contêm 
apenas os graus de liberdade associados à direção vertical (y). No cluster restantes elementos 
foram englobados os restantes graus de liberdade de translação e de rotação do modelo 
numérico. 
 
 
 
 
Longarinas 
 
Travessas 
 
Eixos  
 
Restantes elementos 
 
 
Figura 6.42 – Identificação dos clusters utilizados no modelo numérico do bogie nas condições do 
ensaio 
Na Figura 6.43 apresentam-se os valores da MSE relativa para os diferentes clusters e 
considerando 30 modos de vibração numéricos, para o caso do modelo sem amortecedores 
(Figura 6.43 a)) e com amortecedores (Figura 6.43 b)). Os valores da MSE obtidos com base no 
modelo com amortecedores surgem agrupados aos pares pelo facto do problema modal ter duas 
soluções para cada modo de vibração. 
 
 
 
a)  b) 
Figura 6.43 – Valores da MSE relativa para os diferentes clusters e modos de vibração do bogie nas 
condições do ensaio: a) sem amortecedores; b) com amortecedores 
Na Figura 6.44 apresentam-se as matrizes de correlação MAC e EMAC dos modos de vibração 
obtidos por via experimental e numérica, considerando o modelo sem amortecedores (Figura 
6.44 a)) e com amortecedores (Figura 6.44 b)). 
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Os valores de EMAC, para todos os modos de vibração, com exceção dos modos 2B e 2’B, 
foram obtidos através da ponderação dos valores de MAC pela energia de deformação modal 
do cluster longarinas na direção y. Este cluster é representativo do posicionamento dos 
sensores e da direção de medição utilizados no ensaio dinâmico do bogie. Os valores de EMAC 
para os modos de vibração 2B e 2’B resultaram da ponderação dos valores de MAC pela 
energia de deformação modal dos clusters longarinas e travessas na direção y. 
 
 
 
 
 
 
a)  b) 
Figura 6.44 – Correlação dos resultados experimentais e numéricos, em termos dos parâmetros MAC e 
EMAC, considerando o modelo inicial do bogie nas condições de ensaio: a) sem amortecedores; b) com 
amortecedores 
O parâmetro EMAC facilitou o emparelhamento de praticamente todos os modos de vibração, 
sendo essencial no emparelhamento dos modos experimentais 1B, 1’B e 4’B. Atenda-se, por 
exemplo, ao modo experimental 1B, que seria emparelhado com o modo numérico 3 com a 
utilização do parâmetro MAC, que é caracterizado pela vibração da viga de suporte do sistema 
de frenagem, e que por compatibilidade estrutural origina movimentos de rotação do bogie de 
pequena amplitude (ver Figura 6.45 a)). Com base no parâmetro EMAC estabeleceu-se uma 
correspondência do modo 1B com o modo numérico 1, um modo de rotação global, que 
mobiliza essencialmente a energia de deformação das longarinas. Na Figura 6.45 b) apresenta-
se ainda a configuração de um modo de vibração, associado a movimentos do eixo, e que pode 
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originar movimentos de pequena amplitude das longarinas. Este modo, em particular, pode 
dificultar o emparelhamento do modo experimental 2B. 
 
 
Modo 3 
(f = 21,01 Hz; MAC = 0,961) 
Modo 9 
(f = 41,77 Hz; MAC = 0,753) 
a) b) 
Figura 6.45 – Modos de vibração numéricos suscetíveis de emparelhar com: a) modo experimental 1B; 
b) modo experimental 2B 
6.5.2.3. Análise de sensibilidade 
Na Figura 6.46 são apresentados os resultados da análise de sensibilidade global através de uma 
matriz de coeficientes de correlação de Spearman. A análise de sensibilidade foi realizada 
através de uma técnica de amostragem estocástica baseada em 500 amostras geradas pelo 
método do Hipercubo Latino. Os coeficientes de correlação situados no intervalo [-0,25; 0,25] 
foram excluídos da representação gráfica. A geração das amostras, em particular os parâmetros 
de massa adicional do bogie, foi sujeita às seguintes restrições desigualdade:  
[ ] εε ≤∆+∆+∆−∆≤− ttlelelclc MLMLMLM  (6.4) 
onde M∆ é igual a 842 kg, e Llc, Lle e Lt representam o comprimento total da zona central das 
longarinas, das zonas extremas das longarinas e travessas, iguais a 4,46 m, 3,56 m e 5,26 m, 
respetivamente, e ε é uma tolerância considerada igual a 150 kg. 
A matriz de correlação mostra que a rigidez das suspensões primárias, a massa adicional das 
longarinas (zona central e extremidades) e a rigidez da biela inferior da caixa do eixo têm uma 
influência significativa nas frequências de vibração. Por sua vez, a posição dos atuadores 
influencia os valores dos MACs, em particular dos modos 1B/1’B. A rigidez vertical dos blocos 
das suspensões secundárias influência de forma significativa as frequências de vibração e 
também os MACs. Os restantes parâmetros analisados não têm influência significativa nas 
respostas modais e foram excluídos da fase de otimização. 
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A rigidez da suspensão primária tem maior influência nas frequências dos modos 1B/1’B do 
que nas frequências dos modos 4B/4’B, uma vez que a distância das suspensões ao eixo de 
rotação do bogie é maior no primeiro caso.  
A rigidez dos blocos elásticos das suspensões secundárias não influencia as frequências dos 
modos 1B/1’B em virtude destes elementos estarem localizados próximos do eixo de rotação. O 
mesmo não sucede com as frequências dos modos 2B/2’B e 3B/3’B, que envolvem a translação 
e a rotação transversal do bogie respetivamente, e para os quais a maior rigidez dos blocos da 
suspensão comparativamente às suspensões primárias é decisiva no controlo das respostas.  
 
 
Figura 6.46 – Matriz de coeficientes de correlação de Spearman entre os parâmetros numéricos e as 
respostas do modelo do bogie nas condições do ensaio 
Outro aspeto a realçar diz respeito à influência da rigidez da biela inferior da caixa do eixo nas 
frequências dos modos 1’B e 4’B. A rigidez deste elemento controla a rotação da caixa do eixo 
e indiretamente o deslocamento relativo entre a caixa do eixo e a longarina na zona do 
amortecedor. Assim, o aumento da rigidez da biela tem como consequência a diminuição das 
frequências de vibração de ambos os modos. 
Refira-se que o intervalo de variação da rigidez da biela inferior, em comparação com os 
intervalos adotados para a rigidez da biela superior e o amortecimento do amortecedor 
primário, faz com que o primeiro parâmetro tenha uma maior preponderância nos valores das 
frequências amortecidas. 
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Por último, saliente-se a influência que a massa adicional das extremidades das longarinas tem 
nas frequências dos modos 1B/1’B e 4B/4’B. Para estes modos, que têm as maiores amplitudes 
modais nas extremidades das longarinas, o aumento da massa leva a uma diminuição das 
frequências. 
Na Figura 6.47 são apresentados os resultados das análises de sensibilidade para diferentes 
cenários de dois dos parâmetros do modelo numérico: a rigidez da suspensão primária (Figura 
6.47 a)) e a rigidez vertical do bloco da suspensão secundária (Figura 6.47 b)). Os coeficientes 
de correlação situados no intervalo [-0,25; 0,25] foram excluídos da representação gráfica. 
A rigidez da suspensão primária foi considerada de acordo com 3 cenários (B1a, B2a e B3a). O 
cenário B1a associa a cada elemento da suspensão um parâmetro numérico diferente, 
perfazendo um total de 8 parâmetros (KP1 a KP8). O cenário B2a assume 4 parâmetros de 
rigidez para a suspensão primária (KP1 a KP4), cada um em correspondência com os elementos 
da suspensão pertencentes à mesma caixa do eixo. O cenário B3a considera um único 
parâmetro de rigidez (KP) para todas as suspensões. 
Para a rigidez vertical do bloco da suspensão foram considerados 2 cenários (B1b e B2b). O 
cenário B1b associa cada bloco da suspensão a um parâmetro de rigidez (Kb1 a Kb4), enquanto o 
cenário B2b considera o mesmo parâmetro de rigidez para todos os blocos da suspensão (Kb). 
Os resultados das análises de sensibilidade mostram que a diminuição do número de 
parâmetros faz aumentar a sensibilidade das respostas em relação aos parâmetros. Como 
exemplo, refiram-se os valores dos coeficientes de correlação da rigidez da suspensão primária 
com a frequência do modo 1B, para os diferentes cenários (Figura 6.47 a)). No cenário B1a os 
valores dos coeficientes de correlação são inferiores a 0,35, no cenário B2a os valores da 
correlação estão situados no intervalo [0,40; 0,60] e no cenário B3a o coeficiente de correlação 
atinge o valor máximo e igual a 0,95. 
Os cenários B3a e B2b, relativos aos parâmetros da rigidez da suspensão primária e rigidez do 
bloco da suspensão secundária, respetivamente, foram os cenários escolhidos para a otimização 
do modelo numérico em virtude de apresentarem os maiores valores dos coeficientes de 
correlação, geralmente superiores a 0,40. Os restantes cenários, na maioria das situações, têm 
valores dos coeficientes de correlação inferiores a 0,30. A escolha de cenários de parâmetros 
com valores reduzidos dos coeficientes de correlação pode ter repercussões negativas na fase 
de otimização, em particular na obtenção de valores estáveis dos parâmetros. 
Modelação numérica e calibração experimental do comboio Alfa Pendular 
6.47 
 
Cenário B1a 
 
Cenário B2a 
 
Cenário B3a 
 
 
a) 
 
Cenário B1b 
 
 
Cenário B2b 
 
 
b) 
Figura 6.47 – Análise de sensibilidade das respostas para diferentes cenários dos parâmetros numéricos: 
a) rigidez da suspensão primária; b) rigidez vertical do bloco elástico da suspensão secundária 
Os parâmetros numéricos pertencentes a cenários que envolvam um único parâmetro (cenários 
B3a e B2b) ou um número reduzido de parâmetros (cenário B2a) são sensíveis a algumas das 
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respostas obtidas a partir do ensaio dinâmico do bogie. No entanto, em cenários com um maior 
número de parâmetros, tais como os cenários B1a e B1b, a sensibilidade das respostas em 
relação aos parâmetros é insuficiente. A obtenção de estimativas mais rigorosas destes 
parâmetros passa pelo aumento dos coeficientes de correlação, e envolveria a realização de um 
ensaio dinâmico do bogie mais direcionado para a obtenção de frequências e modos de 
vibração locais, como, por exemplo, modos locais envolvendo movimentos das extremidades 
das longarinas, das caixas do eixo ou mesmo das bielas de guiamento. 
6.5.2.4. Otimização 
A otimização do modelo envolveu 10 parâmetros numéricos e 16 resultados modais, relativos 
às frequências e MACs do modelo numérico com e sem amortecedores primários. O algoritmo 
genético baseou-se numa população inicial constituída por 30 indivíduos e considerou 250 
gerações, num total de 7500 indivíduos. A população inicial foi gerada aleatoriamente através 
do método do Hipercubo Latino. Neste algoritmo foram definidos um número de elites igual a 
1 e um número de indivíduos de substituição também igual a 1. A taxa de cruzamento foi 
considerada igual a 50 % e a taxa de mutação foi definida igual a 15 % com um desvio-padrão 
variável ao longo da otimização, com valores entre 0,10 e 0,01. 
A função objetivo (f) engloba dois termos, um relativo aos resíduos das frequências de vibração 
e outro referente aos resíduos dos valores de MAC: 
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onde fiexp e  finum são as frequências experimental e numérica referentes ao modo i, φiexp e  φinum 
são os vetores que contêm a informação modal experimental e numérica referente ao modo i, a 
e b são fatores de pesagem dos termos da função objetivo, assumidos no presente caso iguais a 
1,0, e n é o número total de modos de vibração igual a 8. 
O problema de otimização inclui ainda duas restrições desigualdade que envolvem os 
parâmetros de massa adicional do bogie e que tornam a convergência do problema mais 
demorada. A resolução do problema modal, com e sem o efeito do amortecimento da suspensão 
primária, para cada indivíduo da população, é também responsável pela menor eficiência 
computacional do problema. 
Foram obtidos valores ótimos dos parâmetros a partir dos resultados de 4 casos de otimização 
independentes (GB1 a GB4) baseados em diferentes populações iniciais. O tempo despendido 
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no cálculo de cada indivíduo rondou os 102 segundos, num computador com 2 processadores, 
marca INTEL e modelo XEON E5430 a 2,67 GHz, e uma memória RAM de 28 Gb. 
Na Figura 6.48 a) apresentam-se os resultados da otimização, sob a forma de rácio, em 
percentagem, entre os valores das frequências numéricas e experimentais, para os casos GB1 a 
GB4. Adicionalmente, na Figura 6.48 b), são também apresentados os valores do parâmetro 
MAC. 
 
a) 
 
b) 
Figura 6.48 – Valores das respostas obtidos para os casos de otimização GB1 a GB4: a) frequências; 
b) MAC 
A figura permite constatar que, de um modo geral, os erros associados às frequências e MACs 
dos modos 1B a 4B são superiores aos erros destes parâmetros para os modos 1’B a 4’B. Os 
erros associados às frequências dos modos 1B a 4B e 1’B a 4’B são inferiores a 3 % e 1,5 %, 
respetivamente. Em relação aos valores de MAC verifica-se que, de um modo geral, são 
superiores a 0,93, com exceção do modo 3B com valores próximos de 0,85. De uma forma 
geral os resultados obtidos com base nos diferentes casos de otimização são muito semelhantes, 
demonstrando mais uma vez a robustez do algoritmo genético. 
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Na Figura 6.49 são representados os rácios dos valores de cada parâmetro do modelo em 
relação aos limites indicados no Quadro 6.8 e Quadro 6.11, para os casos de otimização GB1 a 
GB4. Um rácio de 0% significa que o parâmetro coincide com o limite inferior, enquanto um 
rácio de 100% significa que coincide com o limite superior. 
Os parâmetros relacionados com as características da suspensão primária e distribuição das 
massas são apresentados na Figura 6.49 a), indicando-se entre parêntesis os valores dos 
parâmetros numéricos. Os parâmetros referentes aos elementos elásticos (blocos e biela) e ao 
sistema de atuação são apresentados na Figura 6.49 b). 
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Figura 6.49 – Valores dos parâmetros numéricos obtidos para os casos de otimização GB1 a GB4 
relativos a: a) características da suspensão primária e distribuição das massas; b) elementos elásticos e 
do sistema de atuação 
Os limites de variação de alguns dos parâmetros foram alargados, casos da rigidez da 
suspensão primária (500/1000 kN/m) e da rigidez das bielas inferior e superior da caixa do eixo 
GB1 GB2 GB3 GB4 
GB1 GB2 GB3 GB4 
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(3/10 e 10/40 MN/m) em virtude das soluções ótimas destes parâmetros tenderem, de forma 
sistemática, a atingir os valores limite indicados no Quadro 6.8. 
Todos os parâmetros analisados apresentam uma boa estabilidade, com variações inferiores a 
10 %, com exceção do amortecimento da suspensão primária. Este parâmetro é um dos 
parâmetros em que a análise de sensibilidade mostrou influenciar pouco as respostas 
numéricas. O valor ótimo do módulo da rigidez da suspensão primária situou-se no intervalo 
entre 770 e 825 kN/m, o valor das massas adicionais na zona central e extremidades das 
longarinas e nas travessas ficaram situados entre [10;20], [0;2] e [130;150] kg, respetivamente, 
e os pontos de contacto dos atuadores, do lado esquerdo e direito, mantiveram um valor 
constante igual a 3. A massa adicional nas extremidades das longarinas coincidiu com o limite 
inferior, correspondente a um valor nulo, para os casos de otimização GB1 e GB4. O limite 
inferior deste parâmetro não foi alargado uma vez que a massa não pode assumir valores 
negativos. 
6.5.2.5. Análise de correlação 
Na Figura 6.50 apresentam-se os valores dos erros das frequências de vibração numéricas e 
experimentais, tomando como referência os valores médios das frequências experimentais, 
antes e após a calibração.  
Os resultados após a calibração dizem respeito ao caso de otimização GB2, que foi o caso que 
apresentou menor resíduo da função objetivo. O erro médio das frequências dos modos 1B a 4B 
passou de 10,2 % antes da calibração para 1,5 % após a calibração. No caso dos modos 1’B a 
4’B o erro médio passou de 10,9 % antes da calibração para 0,2 % após a calibração. 
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Figura 6.50 – Análise comparativa dos erros das frequências de vibração numéricas, antes e após a 
calibração, em relação ao valor médio das frequências de vibração experimentais 
Na Figura 6.51 são apresentados os valores do parâmetro MAC, antes e após a calibração do 
modelo numérico. No caso dos modos 1B a 4B, o valor médio do parâmetro MAC passou de 
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0,921 antes da calibração para 0,932 após a calibração. No que se refere aos modos 1’B a 4’B, a 
melhoria ainda foi mais significativa, tendo-se passado de um valor médio de MAC igual a 
0,868 antes da calibração para um valor igual a 0,973 após a calibração. Saliente-se o 
importante incremento no valor de MAC para o modo 2’B que passou de 0,704 antes da 
calibração para 0,998 após a calibração. 
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Figura 6.51 – Valores do parâmetro MAC antes e após a calibração 
Na Figura 6.52 apresenta-se uma comparação das configurações modais do bogie obtidas por 
via experimental e numérica após a calibração, verificando-se uma muito boa concordância 
entre ambas as configurações. 
 
 
Modo 1B Modo 2B 
 
 
Modo 3B Modo 4B 
Figura 6.52 – Modos de vibração do bogie obtidos por via experimental e numérica após a calibração 
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Modo 3’B Modo 4’B 
Figura 6.52 (cont.) – Modos de vibração do bogie obtidos por via experimental e numérica após a 
calibração 
Na Figura 6.53 são apresentados os diagramas de Argand relativos aos modos de vibração 
complexos (modos 1’B a 4’B) obtidos por via experimental, a cor vermelha, e numérica após a 
calibração, a cor azul. Cada diagrama inclui 8 vetores, em correspondência com os oito pontos 
de medição experimental, definidos pela sua amplitude e fase. A comparação dos diagramas 
permite constatar a grande semelhança entre resultados numéricos e experimentais em todos os 
modos de vibração. O modo de maior complexidade é o modo 3’B, ao contrário dos modos 1’B 
a 4’B que praticamente são modos reais. 
 
 
  
Modo 1’B Modo 2’B 
 
 
 
 
Modo 3’B Modo 4’B 
Figura 6.53 – Diagramas de Argand dos modos de vibração 1’B a 4’B experimentais e numéricos após a 
calibração 
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6.5.3. Calibração do modelo completo do veículo BBN 
6.5.3.1. Emparelhamento dos modos de vibração 
Na Figura 6.54 apresentam-se os quatro clusters em que foi dividido o modelo para o 
emparelhamento dos modos de vibração. Os clusters da caixa, nomeadamente a base, as 
paredes e a cobertura, contêm apenas os graus de liberdade associados às direções vertical (y) e 
transversal (z). No cluster restantes elementos foram englobados os restantes graus de liberdade 
de translação e de rotação do modelo numérico englobando, entre outros, os bogies e os 
assentos. 
 
 
Base 
 
Paredes 
 
Cobertura 
 
Restantes elementos 
 
 
 
Figura 6.54 – Identificação dos clusters utilizados no modelo numérico do veículo BBN 
Na Figura 6.55 apresentam-se os valores da MSE relativa para os diferentes clusters e 
considerando 80 modos de vibração do modelo numérico inicial considerando o problema 
modal com amortecimento.  
 
 
Figura 6.55 – Valores da MSE relativa para os diferentes clusters e modos de vibração, obtidos com 
base no modelo numérico inicial do veículo BBN 
Na Figura 6.56 apresentam-se as matrizes de correlação MAC e EMAC dos modos de vibração 
obtidos por via experimental e numérica. 
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a)  
 
 
b)  
Figura 6.56 – Correlação dos resultados experimentais e numéricos para o modelo inicial do veículo 
BBN com base no parâmetro: a) MAC; b) EMAC 
Os valores de EMAC para os modos 2C, 3C e 5C foram obtidos através da ponderação dos 
valores de MAC pela energia de deformação modal dos clusters com os números de ordem 1, 3 
e 5. Os valores de EMAC para os modos 1C e 4C resultaram da ponderação dos valores de 
MAC pela energia de deformação modal dos clusters com os números de ordem 1, 4 e 6. O 
cluster 1 é representativo do posicionamento dos sensores e da direção de medição utilizados 
no ensaio dinâmico da caixa. A utilização de outros clusters na ponderação dos valores de 
MAC, em particular nos modos de corpo rígido, permitiu dar relevo à inter-relação entre os 
graus de liberdade da base, das paredes e da cobertura nas direções y e z. 
O parâmetro EMAC facilitou o emparelhamento dos modos experimentais 1C e 5C. Na Figura 
6.57 estão representados dois modos de vibração numéricos, modos 7 e 50, suscetíveis de 
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emparelhar com os modos experimentais 1C e 5C, respetivamente, e que o recurso ao 
parâmetro EMAC permitiu excluir. O modo 7 é um modo de rotação transversal de ambos os 
bogies e que origina movimentos de rotação transversal da caixa de pequena amplitude. O 
modo 50 é um modo de flexão global com movimentos locais da base da caixa. 
 
Modo 7 
(f = 4,89 Hz; MAC = 0,948) 
a) 
 
Modo 50 
(f = 14,20 Hz; MAC = 0,766) 
b) 
Figura 6.57 – Modos de vibração numéricos suscetíveis de emparelhar com: a) modo experimental 1C; 
b) modo experimental 5C 
Importa ainda realçar a importante correlação dos modos de vibração 1C e 4C, em virtude do 
reduzido número de pontos experimentais utilizados. A distinção entre estes dois modos 
tornou-se mais evidente com recurso ao parâmetro EMAC. 
6.5.3.2. Análise de sensibilidade 
Na Figura 6.58 são apresentados os resultados da análise de sensibilidade global através de uma 
matriz de coeficientes de correlação de Spearman. A análise de sensibilidade foi realizada 
através de uma técnica de amostragem estocástica baseada em 250 amostras geradas pelo 
método do Hipercubo Latino. Os coeficientes de correlação situados no intervalo [-0,25; 0,25] 
foram excluídos da representação gráfica. A geração das amostras, em particular os parâmetros 
de massa adicional da caixa, foi sujeita às seguintes restrições desigualdade: 
[ ] εε ≤∆+∆+∆−≤− cpb MMM100  (6.6) 
onde ∆Mb, ∆Mp e ∆Mc representam as percentagens da massa adicional localizadas na base, nas 
paredes e na cobertura da caixa, respetivamente, e ε é uma tolerância considerada igual a 10 %. 
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Figura 6.58 – Matriz de coeficientes de correlação de Spearman entre os parâmetros numéricos e as 
respostas do modelo do veículo BBN 
A matriz de correlação mostra que a rigidez das suspensões secundárias, do bogie dianteiro e 
traseiro, têm uma influência significativa nas frequências e valores dos MACs dos modos de 
corpo rígido da caixa. Por sua vez, os parâmetros RMI da base e das paredes laterais controlam 
essencialmente as frequências e valores dos MACs dos modos estruturais da caixa. Recorde-se 
que o parâmetro RMI permite controlar a inércia dos elementos finitos que constituem os 
diferentes painéis, e pode ser obtido por aplicação da Expressão (6.2). Os parâmetros da massa 
adicional e a rigidez da biela de ligação entre as travessas dançante e de carga têm uma 
influência significativa na frequência do modo de vibração 1C. Os restantes parâmetros 
analisados não têm influência significativa nas respostas modais e foram excluídos da fase de 
otimização. 
Os resultados obtidos permitem ainda constatar que a rigidez de flexão das paredes laterais, que 
é controlada pelo parâmetro RMI das paredes, é essencial no controlo da rigidez de torção da 
caixa, como se comprova pelo elevado valor do coeficiente de correlação entre o parâmetro 
RMI das paredes e a frequência do modo 4C. Por sua vez, a rigidez de flexão da base, 
controlada pelo parâmetro RMI da base, influência de forma preponderante a rigidez de flexão 
da caixa e em particular a frequência do modo 5C. 
Na Figura 6.59 são apresentados os resultados das análises de sensibilidade para diferentes 
cenários da rigidez vertical da suspensão secundária. Os coeficientes de correlação situados no 
intervalo [-0,25; 0,25] foram excluídos da representação gráfica. 
A rigidez da suspensão secundária foi considerada de acordo com 3 cenários (C1, C2 e C3). O 
cenário C1 associa a cada par de elementos da suspensão um parâmetro numérico, perfazendo 
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um total de 4 parâmetros (KS1 a KS4). O cenário C2 assume 2 parâmetros de rigidez para a 
suspensão secundária (KS1 e KS2) cada um em correspondência com os elementos da suspensão 
pertencentes ao mesmo bogie. O cenário C3 considera um único parâmetro de rigidez (KS) para 
todas as suspensões. 
 
Cenário C1 
 
Cenário C2 
 
Cenário C3 
 
 
Figura 6.59 – Análise de sensibilidade das respostas para diferentes cenários da rigidez vertical da 
suspensão secundária  
Relativamente aos valores das frequências, os resultados das análises de sensibilidade mostram 
que a diminuição do número de parâmetros faz aumentar a sensibilidade das respostas em 
relação aos parâmetros. Como exemplo, refiram-se os valores dos coeficientes de correlação da 
rigidez da suspensão com a frequência do modo 2C, para os diferentes cenários. No cenário C1 
os valores dos coeficientes de correlação são inferiores a 0,45, no cenário C2 os valores da 
correlação são próximos de 0,60, e no cenário C3 o coeficiente de correlação atinge valores 
superiores a 0,95. 
No que diz respeito aos valores do MAC, os resultados das análises de sensibilidade mostram 
que os maiores coeficientes de correlação nem sempre são obtidos para o cenário com o menor 
número de parâmetros. A análise dos resultados para o modo 2C prova que no cenário C2 as 
respostas apresentam sensibilidades mais elevadas em comparação com o cenário C1. Neste 
modo, que envolve o movimento de translação da caixa, a variação de um único parâmetro de 
rigidez não tem qualquer repercussão na configuração modal, ao contrário do que sucede com a 
variação de cada um dos 2 parâmetros de rigidez. Em relação ao modo 3C, o modo de rotação 
longitudinal da caixa, sucede exatamente o contrário, ou seja, a variação de cada um dos 2 
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parâmetros de rigidez não tem qualquer influência na configuração modal, enquanto a variação 
de apenas um parâmetro tem um impacto significativo na sua configuração. 
Estes resultados provam, mais uma vez, a importância da escolha de um cenário de parâmetros 
numéricos adequado tendo em vista a obtenção de estimativas estáveis na fase de otimização. 
6.5.3.3. Otimização 
A otimização do modelo envolveu 7 parâmetros numéricos e 10 resultados modais. Os 
parâmetros do algoritmo genético e a função objetivo são idênticos aos considerados na 
otimização do bogie. A única diferença está relacionada com o número total de modos 
considerados na função objetivo, neste caso igual a 5. O problema de otimização inclui ainda as 
restrições desigualdade que envolvem os parâmetros de massa adicional da caixa. 
Foram obtidos valores ótimos dos parâmetros a partir dos resultados de 4 casos de otimização 
independentes (GC1 a GC4) baseados em diferentes populações iniciais. O tempo despendido 
no cálculo de cada indivíduo rondou os 52 segundos, num computador com 2 processadores, 
marca INTEL e modelo XEON E5430 a 2,67 GHz, e uma memória RAM de 28 Gb. 
Na Figura 6.60 a) apresentam-se os resultados da otimização, sob a forma de rácio, em 
percentagem, entre os valores das frequências numéricas e experimentais, para os casos GC1 a 
GC4. Adicionalmente, na Figura 6.60 b), são também apresentados os valores do parâmetro 
MAC. 
Os limites inferior e superior da rigidez da suspensão secundária foram ajustados de 242 e 
272,9 kN/m, para 200 e 400 kN/m, respetivamente. Esta opção está relacionada com o facto das 
soluções ótimas deste parâmetro tenderem sistematicamente para o limite superior indicado no 
Quadro 6.5. Esta decisão é também justificada pelo controlo da rigidez das molas da suspensão 
secundária não ser habitualmente realizado nas operações de manutenção, pelo que deve 
admitir-se uma maior dispersão dos seus valores. 
A figura permite constatar que os erros associados às frequências dos modos 1C, 4C e 5C são 
inferiores a 1 %, enquanto os erros associados aos modos 2 C e 3C situam-se entre os 5 e 10 %. 
Em relação aos valores de MAC verifica-se que, de um modo geral, são superiores a 0,95, com 
exceção do modo 5C com valores próximos de 0,80. De uma forma geral os resultados obtidos 
com base nos diferentes casos de otimização são muito semelhantes, demonstrando mais uma 
vez a robustez do algoritmo genético. 
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Figura 6.60 – Valores das respostas obtidos para os casos de otimização GC1 a GC4: a) frequências; 
b) MAC 
Na Figura 6.61 são representados os rácios dos valores de cada parâmetro do modelo em 
relação aos limites indicados no Quadro 6.5, para os casos de otimização GC1 a GC4. Os 
parâmetros relacionados com as características da suspensão secundária e biela e ainda as 
propriedades geométricas da caixa são apresentados na Figura 6.61 a), indicando-se entre 
parêntesis os valores estimados para a rigidez das suspensões secundárias. Os parâmetros 
referentes à distribuição de massas são apresentados na Figura 6.61 b). 
Os parâmetros que apresentam uma maior estabilidade, com variações inferiores a 10 %, são os 
que mais influenciam as respostas, nomeadamente as rigidezes das suspensões secundárias e os 
parâmetros RMI da base e das paredes laterais. É curioso constatar-se a tendência dos valores 
da rigidez da suspensão secundária do bogie dianteiro, situados no intervalo 
[360000; 380000] N/m, serem superiores aos valores estimados para o bogie traseiro, situados 
no intervalo [343000; 353000] N/m.  
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Relativamente às massas adicionais das paredes laterais e cobertura, as estimativas apresentam 
variações superiores, próximas de 25 %. Tal deverá estar relacionado com o facto de estes 
parâmetros contribuírem de modo semelhante para a massa participante no modo de vibração 
1C, podendo assim existir diferentes combinações destes parâmetros que conduzem à mesma 
solução em termos de otimização do problema. 
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Figura 6.61 – Valores dos parâmetros numéricos obtidos para os casos de otimização GC1 a GC4 
relativos: a) a características da suspensão secundária, biela e propriedades geométricas da caixa; b) à 
distribuição das massas 
6.5.3.4. Análise de correlação 
Na Figura 6.62 apresentam-se os valores dos erros das frequências de vibração numéricas e 
experimentais, tomando como referência os valores médios das frequências experimentais, 
antes e após a calibração. Os resultados após a calibração dizem respeito ao caso de otimização 
GC1, que foi o caso que apresentou menor resíduo da função objetivo. O erro médio das 
GC1 GC2 GC3 GC4 
GC1 GC2 GC3 GC4 
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frequências passou de 20,3 % antes da calibração para 2,9 % após a calibração. Este 
decréscimo do erro ficou-se a dever, essencialmente, à significativa redução do erro associado 
às frequências dos modos estruturais 4C e 5C.  
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Figura 6.62 – Análise comparativa dos erros das frequências de vibração numéricas, antes e após a 
calibração, em relação ao valor médio das frequências de vibração experimentais 
Na Figura 6.63 são apresentados os valores do parâmetro MAC, antes e após a calibração do 
modelo numérico. O valor médio do parâmetro MAC não teve uma alteração significativa, 
tendo passado de 0,927 antes da calibração para 0,937 após a calibração. 
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Figura 6.63 – Valores do parâmetro MAC antes e após a calibração 
Na Figura 6.64 apresenta-se a comparação das configurações modais da caixa do veículo 
obtidas por via experimental e numérica após a calibração, tendo-se verificado uma muito boa 
concordância entre as configurações. 
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Figura 6.64 – Modos de vibração da caixa obtidos por via experimental e numérica após a calibração 
6.5.4. Resultados finais 
A combinação dos parâmetros numéricos obtidos em cada caso de otimização do bogie (GB1 a 
GB4), com os parâmetros obtidos nos casos de otimização do veículo (GC1 a GC4), serviu de 
base ao desenvolvimento de 16 modelos numéricos calibrados. 
No Quadro 6.12 apresentam-se os valores mínimo, máximo e médio, e o desvio-padrão das 
frequências de vibração amortecidas obtidas a partir desse conjunto de modelos numéricos 
calibrados. 
As frequências obtidas a partir destes modelos mostraram uma grande estabilidade para a 
maioria dos modos de vibração da caixa, em particular para os modos 1C a 5C. A maior 
variabilidade das frequências ocorreu para os modos de vibração do bogie 2B e 3B, e para o 
modo da caixa 6C que não foi considerado no processo de calibração. 
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Quadro 6.12 – Frequências naturais do veículo BBN obtidos com base em 16 modelos numéricos 
calibrados 
A comparação dos valores médios das frequências amortecidas com os valores indicados no 
Quadro 6.10, relativos ao modelo numérico inicial, permitem constatar uma tendência para o 
aumento das frequências dos modos de corpo rígido da caixa e dos bogies, sendo que no caso 
dos bogies esse aumento situou-se entre 10 % e 55 %. Esta tendência deve-se ao aumento 
significativo da rigidez das molas da suspensão primária e secundária. Por sua vez, os modos 
estruturais da caixa, em particular os modos 4C e 5C, registaram uma tendência de decréscimo 
na ordem dos 20 %, devido essencialmente à redução do parâmetro RMI das paredes laterais da 
caixa. 
6.6. CONCLUSÕES 
O presente capítulo descreveu a calibração experimental de um modelo numérico do veículo 
BBN do comboio Alfa Pendular com base em parâmetros modais.  
O modelo numérico tridimensional do veículo BBN envolveu a modelação dos bogies, da caixa 
e do sistema passageiro-assento. A caixa do veículo foi modelada por intermédio de elementos 
finitos de casca enquanto os bogies foram modelados através de elementos finitos de viga, com 
exceção das suspensões, das bielas, dos amortecedores e do sistema de pendulação que foram 
modelados através de conjuntos mola-amortecedor. O sistema assento-passageiro foi modelado 
de forma simplificada através de um sistema de 1 grau de liberdade formado por uma massa 
sobre um conjunto mola-amortecedor. 
Os ensaios dinâmicos realizados à caixa e ao bogie permitiram a identificação das frequências e 
das configurações modais de um conjunto alargado de modos de vibração. 
Frequência amortecida [Hz] 
Elemento Modo 
Valor 
mínimo 
Valor  
máximo 
Valor  
médio 
Desvio- 
padrão 
1C 0,99 1,02 1,01 0,01 
2C 1,23 1,26 1,24 0,01 
3C 1,68 1,72 1,70 0,01 
4C 8,34 8,53 8,41 0,08 
5C 12,16 12,26 12,21 0,04 
Caixa 
6C 16,13 17,83 17,40 0,50 
1B 9,08 / 9,11 9,28 / 9,32 9,18 / 9,20 0,07 / 0,07 
2B 7,04 / 7,43 7,79 / 8,21 7,27 / 7,66 0,24 / 0,25 Bogie 
3B 14,03 / 13,95 14,36 / 14,28 14,17 / 14,10 0,13 / 0,12 
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O ensaio da caixa permitiu identificar as configurações modais associadas a movimentos de 
corpo rígido, com frequências compreendidas entre 1,01 Hz e 1,59 Hz, e estruturais, 
nomeadamente de torção e flexão, com frequências iguais a 8,38 Hz e 12,26 Hz 
respetivamente. A identificação dos parâmetros modais da caixa, em particular os associados 
aos movimentos de corpo rígido, foi influenciada pela técnica de excitação utilizada, sendo que 
o recurso a uma excitação de carácter impulsivo foi a que conduziu aos melhores resultados. Os 
resultados dos ensaios realizados ao veículo BBN de dois comboios mostraram que as 
frequências dos modos estruturais da caixa têm valores muito próximos. 
O ensaio do bogie foi realizado, numa primeira fase, com os amortecedores primários 
instalados e, numa segunda fase, sem os amortecedores primários. Em ambas as fases foram 
identificados 4 modos de vibração de corpo rígido, envolvendo movimentos de translação e 
rotação, com frequências compreendidas entre 11,90 Hz e 28,83 Hz. A inclusão dos 
amortecedores primários levou ao aumento das frequências de todos os modos de vibração 
identificados, especialmente o modo de rotação longitudinal cuja frequência passou de 
11,90 Hz para 14,02 Hz. 
As características dinâmicas do sistema passageiro-assento foram estimadas com base nas 
funções de transmissibilidade determinadas por via experimental e por via numérica, com base 
num modelo dinâmico de 1 grau de liberdade. O melhor ajuste entre as curvas experimental e 
numérica foi obtido para uma rigidez do assento igual a 84,3×103 N/m e um amortecimento 
igual a 1658,6 N.m/s, sendo que a frequência de vibração do sistema passageiro-assento se 
situou próxima de 4,3 Hz. Os valores destas grandezas enquadram-se nos valores referidos na 
bibliografia obtidos com base em medições experimentais realizadas em assentos de veículos 
ferroviários. 
A calibração experimental do modelo numérico do veículo BBN foi realizada em duas fases. A 
primeira fase incidiu na calibração do modelo numérico do bogie nas condições do ensaio, 
considerando os parâmetros modais obtidos com e sem amortecedores primários. A segunda 
fase centrou-se na calibração do modelo numérico do veículo completo. Os parâmetros 
numéricos do bogie estimados na primeira fase foram assumidos como parâmetros 
determinísticos na segunda fase. 
A calibração dos modelos numéricos do bogie nas condições de ensaio e do veículo completo 
foi efetuada por aplicação de uma metodologia iterativa baseada num algoritmo genético. 
As análises de sensibilidade permitiram identificar os parâmetros numéricos a serem 
considerados na calibração. Os parâmetros que apresentam as maiores sensibilidades em 
relação às respostas modais foram a rigidez vertical do bloco da suspensão secundária e a 
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rigidez vertical das suspensões primárias, no caso do bogie, e os parâmetros RMI da base e das 
paredes laterais e a rigidez vertical das suspensões secundárias, no caso do veículo completo. 
Os resultados das análises de sensibilidade realizadas para diferentes cenários da rigidez da 
suspensão primária e secundária e da rigidez do bloco da suspensão secundária, mostraram que 
na maioria das situações a redução do número de parâmetros faz aumentar a sensibilidade das 
respostas em relação aos parâmetros. A escolha de cenários de parâmetros com valores 
reduzidos dos coeficientes de correlação pode ter repercussões negativas na fase de otimização, 
em particular na obtenção de valores estáveis dos parâmetros. 
A otimização dos modelos numéricos envolveu 10 parâmetros numéricos e 16 respostas 
modais, no caso do bogie, e 7 parâmetros numéricos e 10 respostas modais, no caso do veículo 
completo. As respostas modais incluem as frequências de vibração e os MACs, sendo que no 
caso do bogie é incluída a informação modal do ensaio realizado com e sem amortecedores 
primários.  
Os resultados dos casos de otimização do bogie e do veículo, baseados em diferentes 
populações iniciais, conduziram a valores dos parâmetros numéricos muito estáveis para a 
maioria dos parâmetros, em particular para aqueles que apresentam as maiores correlações com 
as respostas.  
No caso do bogie nas condições do ensaio importa salientar que os valores ótimos da rigidez da 
suspensão primária ficaram situados bastante acima dos valores utilizados no modelo inicial 
determinados com base nas indicações de projeto. A distribuição ótima da massa adicional 
confirmou ainda a tendência da massa distribuída nas travessas ser superior à massa distribuída 
nas longarinas, sendo que nas extremidades das longarinas a massa adicional é praticamente 
nula. Os pontos de contacto de ambos os atuadores ficaram localizados, de forma consistente, 
ligeiramente afastados da posição central. 
No caso do veículo completo verificou-se que os valores da rigidez da suspensão secundária do 
bogie dianteiro foram ligeiramente superiores aos do bogie traseiro. À semelhança do que 
sucedeu com a rigidez da suspensão primária, também os valores da rigidez da suspensão 
secundária foram superiores aos valores considerados no modelo inicial definidos com base nos 
dados de projeto. As massas adicionais das paredes laterais e da cobertura apresentaram 
variações significativas para os diferentes casos de otimização, na ordem dos 25 % em relação 
aos seus limites. Este resultado pode ser justificado pelo facto dos parâmetros contribuírem de 
modo semelhante para a massa mobilizada no modo de corpo rígido de rotação transversal da 
caixa, podendo assim existir diferentes combinações destes parâmetros que conduzem à mesma 
solução do problema de otimização.   
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A comparação dos valores das frequências de vibração numéricas, antes e após a calibração, 
com os correspondentes valores experimentais, permitiu constatar importantes melhorias dos 
modelos numéricos iniciais do bogie ensaiado e do veículo completo. O erro médio das 
frequências de vibração de todos os modos do bogie passou de 10,6 %, antes da calibração, 
para 0,8 % após a calibração. No que se refere aos modos de vibração do veículo, o erro médio 
das frequências passou de 20,3 %, antes da calibração, para 2,9 % após a calibração. Também 
nos valores do parâmetro MAC foram constatadas importantes melhorias, em particular nos 
modos de vibração do bogie. 
A combinação dos parâmetros numéricos obtidos em cada caso de otimização do bogie, com os 
parâmetros obtidos nos casos de otimização do veículo, serviu de base ao desenvolvimento de 
um conjunto de modelos numéricos calibrados. As frequências obtidas a partir destes modelos 
mostraram uma grande estabilidade para a maioria dos modos de vibração da caixa, enquanto 
as frequências de vibração dos bogies apresentaram uma maior variação. 
Comparativamente ao modelo numérico inicial, os modelos numéricos calibrados apresentam 
valores mais elevados das frequências dos modos de corpo rígido da caixa e dos bogies devido, 
fundamentalmente, ao aumento da rigidez das molas da suspensão primária e secundária. Por 
sua vez, a maioria dos modos estruturais da caixa registaram uma tendência de decréscimo 
devido, sobretudo, a uma redução do parâmetro RMI das paredes da caixa do veículo. 
 
7.1 
7. ANÁLISE DINÂMICA DA PONTE FERROVIÁRIA DE SÃO 
LOURENÇO SOB AÇÃO DE TRÁFEGO 
7.1. INTRODUÇÃO 
Neste capítulo é apresentada uma análise dos efeitos dinâmicos induzidos por tráfego 
ferroviário na ponte de São Lourenço. 
Para o efeito foi realizada uma campanha experimental que envolveu um ensaio dinâmico sob 
ação de tráfego e uma campanha de medição das irregularidades da via. O ensaio sob ação de 
tráfego permitiu avaliar a resposta dinâmica em termos de deslocamentos, acelerações e 
deformações em diversos pontos do tabuleiro e dos arcos, para além da resposta em acelerações 
no interior de um veículo do comboio Alfa Pendular. A medição das irregularidades foi 
realizada através do veículo de inspeção de via EM 120 da REFER complementada com um 
nivelamento geométrico de precisão. 
A validação do sistema ponte-comboio foi precedida de um estudo de sensibilidade da resposta 
dinâmica do sistema em relação à modelação da ponte, do comboio e das irregularidades da via 
e ainda em relação a alguns parâmetros relacionados com a resolução do problema dinâmico. 
Neste âmbito serão avaliadas a influência do modelo numérico da ponte (modelo inicial ou 
calibrado), da inclusão ou não da interação ponte-comboio, da velocidade do comboio, da 
inclusão ou não das irregularidades da via, da extensão de via percorrida pelo comboio antes da 
ponte e do comprimento de onda das irregularidades, nas respostas dinâmicas da ponte e do 
comboio. No que se refere aos parâmetros intervenientes na resolução do problema dinâmico, 
será analisada a influência do número de modos de vibração e dos coeficientes de 
amortecimento, na resposta da ponte, e da inclusão do amortecimento associado aos modos 
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estruturais da caixa, na resposta do comboio. O estudo de sensibilidade permitirá retirar 
conclusões que serão repercutidas nas fases subsequentes de validação e simulação. 
A validação dos modelos numéricos calibrados da ponte de São Lourenço e do comboio Alfa 
Pendular envolve a comparação dos resultados numéricos, obtidos com base em análises 
dinâmicas com interação ponte-comboio incluindo as irregularidades, com os resultados 
experimentais, obtidos no ensaio com tráfego. 
A simulação do comportamento dinâmico da ponte de São Lourenço sob ação de tráfego foi 
realizada com base no modelo calibrado da ponte para a passagem do comboio Alfa Pendular, 
de comboios reais de alta velocidade e dos comboios regulamentares HSLM, na gama de 
velocidades entre 120 e 420 km/h, com base numa metodologia de cargas móveis. Para além 
destas análises foi ainda avaliada a resposta dinâmica do comboio Alfa Pendular com base no 
modelo numérico com interação ponte-comboio, incluindo as irregularidades da via. Neste 
âmbito, será dado especial enfâse à comparação da resposta dinâmica na base do assento e no 
passageiro, à avaliação das forças de contacto roda-carril e ao estudo da influência da 
localização do veículo e do ponto de controlo tomado como referência na avaliação da resposta 
dinâmica. Os resultados das análises dinâmicas servem de base à verificação da segurança 
estrutural, da segurança da via e do conforto dos passageiros.  
7.2. CAMPANHA EXPERIMENTAL 
A campanha experimental levada a cabo na ponte de São Lourenço envolveu um ensaio 
dinâmico sob ação de tráfego ferroviário e uma campanha de medição das irregularidades da 
via. 
Os resultados do ensaio dinâmico sob ação de tráfego, respeitantes à passagem do comboio 
Alfa Pendular, serão utilizados na validação dos modelos numéricos com interação ponte-
comboio. As informações provenientes da campanha de medição das irregularidades, em 
particular o nivelamento longitudinal da via, assumem relevo na caracterização da excitação a 
que os veículos estão sujeitos e serão incluídas nos modelos com interação ponte-comboio. 
7.2.1. Ensaio dinâmico sob ação de tráfego ferroviário 
O ensaio dinâmico para a passagem de tráfego permitiu avaliar a resposta dinâmica em termos 
de deslocamentos, acelerações e deformações em diversos pontos do tabuleiro e dos arcos. Foi 
também avaliada a resposta dinâmica, em termos de acelerações, no interior do veículo BAS do 
comboio Alfa Pendular.  
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Extensão
Aceleração
Deslocamento
E
D
A
7.2.1.1. Descrição 
Na Figura 7.1 são identificados os pontos instrumentados e as grandezas medidas no ensaio 
dinâmico sob ação de tráfego, com base no alçado do arco de extradorso e da planta e corte 
transversal do tabuleiro. Os pontos instrumentados do arco de intradorso são identificados no 
alçado entre parêntesis. 
PORTOLISBOA
1/4 vão
1/3 vão
1/2 vão
3/4 vão
2/3 vão
X
Z
Y
P1
P2
P3
P4
P5
 
a) 
 
 
b) 
Figura 7.1 – Pontos de medição no ensaio dinâmico sob ação de tráfego: a) arco de extradorso; 
b) tabuleiro 
A escolha dos pontos instrumentados foi determinada pelo interesse em caracterizar os efeitos 
dinâmicos de carácter global, associados ao tabuleiro e ao efeito compósito entre o tabuleiro e a 
via, e os efeitos dinâmicos de carácter local, associados aos elementos dos arcos. 
Os deslocamentos foram medidos nos apoios do encontro do lado do Porto (D1 e D2) e na viga 
principal e laje do tabuleiro (D3 e D4) na secção entre 1/3 e 1/4 do vão. Foi também medido o 
deslocamento da consola do passeio na secção de 1/2 vão (D5). As acelerações foram medidas 
na viga principal do tabuleiro nas secções entre 1/3 e 1/4 do vão (A0) e a 1/2 vão (A1). Os 
deslocamentos e as acelerações foram medidos na direção vertical. 
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As deformações dos arcos foram medidas numa secção junto aos arranques (E1 e E2) e nos 
pendurais P3 (E3 e E4) e P5 (E5). Foram também medidas as deformações na face inferior da 
viga principal (E6) e no carril de extradorso (E7), na secção entre 1/3 e 1/4 do vão. A posição 
dos extensómetros instalados nos arcos foi condicionada em altura por razões de segurança 
devido à proximidade da catenária. 
A aquisição de dados foi realizada através do sistema NI cDAQ-9172 com recurso a um 
módulo NI 9234 para acelerómetros do tipo IEPE, um módulo analógico NI 9239 para a leitura 
do sinal dos LVDTs e dois módulos de extensómetros NI 9237. No Quadro 7.1 são 
apresentadas as principais características técnicas dos módulos utilizados. 
Quadro 7.1 – Características dos módulos do sistema de aquisição NI cDAQ-9172  
Módulos 
 
  
Modelo NI 9234 NI 9239 NI 9237 
Nº canais simultâneos 4 
Resolução (bit) 24 
Frequências de amostragem 
por canal (Hz) 2000 a 51200 2000 a 50000 
Gama de medição (V) ± 5 ± 10 
Condicionamento de sinal Acelerómetros IEPE 
Entradas 
analógicas 
Extensómetros 
montados em 1/4, 
1/2 ou ponte 
completa 
O sistema de aquisição de dados e o computador portátil, para a leitura e armazenamento dos 
dados, foram alimentados por um sistema de baterias. As séries temporais foram adquiridas 
com uma frequência de amostragem de 2000 Hz, posteriormente decimadas para uma 
frequência igual a 200 Hz. Na Figura 7.2 apresentam-se alguns detalhes do sistema de 
aquisição de dados e do computador portátil colocados sobre a mesa do encontro. 
 
 
Figura 7.2 – Computador portátil e sistema de aquisição de dados NI cDAQ-9172 incluindo os módulos 
NI 9234 para acelerómetros, NI 9239 para LVDTs e NI 9237 para extensómetros  
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7.2.1.2. Medição de deslocamentos 
Na Figura 7.3 apresentam-se alguns detalhes do posicionamento dos transdutores de 
deslocamento, no tabuleiro e nos apoios. Cada transdutor de deslocamento foi posicionado com 
auxílio de uma base magnética que foi apoiada numa estrutura metálica espiada ao terreno, no 
caso do tabuleiro (Figura 7.3 a)), ou assente na mesa do encontro, no caso dos apoios (Figura 
7.3 b)). Na medição dos deslocamentos da laje e da viga principal do tabuleiro foram utilizados 
dois LVDTs, modelo ACT1000A da marca RDP, com uma gama de medição igual a ± 25 mm, 
enquanto nos apoios recorreu-se a dois LVDTs, modelo DCTH100AG da marca RDP, com 
uma gama de medição igual a  ± 2,5 mm. 
 
 
 
a) b) 
Figura 7.3 – Medição de deslocamentos através de LVDTs: a) laje do tabuleiro; b) aparelho de apoio 
A medição de deslocamentos na secção de 1/2 vão do tabuleiro foi realizada por intermédio de 
um sistema baseado em tecnologia vídeo (Ribeiro and Calçada, 2010). A utilização deste 
sistema de medição deveu-se à presença de um curso de água sob o tabuleiro que inviabilizou a 
realização de medições com base num sistema com contacto. 
O sistema baseado em tecnologia vídeo é constituído por quatro subsistemas, nomeadamente os 
subsistemas de controlo, ótico, de suporte e de iluminação. Na Figura 7.4 ilustra-se a aplicação 
deste sistema na medição de deslocamentos da ponte de São Lourenço, assim como alguns 
detalhes dos diferentes subsistemas. 
O subsistema de controlo é formado por um computador portátil que realiza o armazenamento e 
o controlo das imagens (Figura 7.4 b)). O armazenamento das imagens é realizado diretamente 
para dois discos rígidos a funcionar em sistema RAID-0. A ligação à câmara de vídeo é 
realizada por intermédio de uma ligação do tipo Gigabit Ethernet. 
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a) 
 
 
b) c) 
Figura 7.4 – Medição de deslocamentos na secção de 1/2 vão do tabuleiro através de um sistema 
baseado em tecnologia vídeo: a) vistas gerais; b) subsistemas de controlo, ótico e de suporte; 
c) subsistema de iluminação e alvo de precisão 
O subsistema ótico é constituído pela câmara de vídeo, a ótica, os elementos de ampliação, os 
filtros e o alvo de precisão. A câmara de vídeo de alta velocidade, modelo H1400 da marca 
GENIE, tem uma resolução máxima de 1400×1024 pixéis e uma taxa de aquisição variável 
igual a 60 imagens/s na resolução máxima. Esta câmara tem a maior sensibilidade na gama de 
comprimentos de onda entre 600-700 nm, correspondentes à gama do infravermelho. A ótica é 
da marca NIKON e modelo 80-400 VR F/4.5-5.6D ED. Os elementos de ampliação (duplicador 
e/ou quadruplicador) permitem o aumento da profundidade do campo de visão, e são úteis em 
situações onde a distância da câmara de vídeo ao alvo é elevada. O alvo de precisão consiste 
num papel autocolante acrílico colado sobre uma chapa metálica. O papel é constituído por 
quatro quadrados, com cores preto e branco, de modo a garantir um bom contraste nas 
fronteiras entre áreas de diferentes cores e também uma boa refletividade ao infravermelho 
(Figura 7.4 c)). Cada quadrado tem imprimido uma malha de pontos com um espaçamento 
regular e igual a 5 mm utilizados para escalar a imagem e calcular a sua resolução. 
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O subsistema de suporte é formado por um tripé, uma rótula hidrostática e um braço de apoio. 
A ótica é ligada ao tripé por intermédio de um prato, que por sua vez está acoplado a uma 
rótula hidrostática que possibilita movimentos de pequena e grande amplitude em todas as 
direções. A câmara de vídeo é apoiada diretamente na estrutura do tripé com auxílio de um 
braço de apoio extensível. O subsistema de iluminação é constituído pelos focos de iluminação 
do tipo LED ou incandescente. 
Nesta aplicação o subsistema ótico, com exceção do alvo, foi posicionado a uma distância de 
6,5 m do tabuleiro, num terreno adjacente à ponte, e no interior de uma tenda de proteção 
(Figura 7.4 a)). A tenda de proteção elimina a influência do vento e das correntes de ar geradas 
pela passagem dos comboios. O alvo de precisão foi fixo a uma estrutura metálica que permite 
o seu ajuste em relação à câmara, e os focos de iluminação, do tipo incandescente, foram 
posicionados lateralmente em relação ao alvo a uma distância de cerca de 0,15 m (Figura 7.4 
c)). 
7.2.1.3. Medição de deformações 
A medição das deformações dos elementos dos arcos foi realizada por intermédio de 
extensómetros de resistência elétrica montados num esquema de 1/4 de ponte de Wheatstone a 
3 fios (Calçada, 2001; Félix, 2004). Foram utilizados extensómetros de colar, da série C2A-06-
250LW-350 fabricados pela Vishay, com fios pré-instalados e autocompensados para o efeito 
da temperatura. A malha do sensor é constituída por uma liga de cromoníquel com 9,2 mm de 
comprimento e com um valor da resistência igual a 350 Ω ± 0,6 % a 24ºC de temperatura.  
Na Figura 7.5 ilustram-se os extensómetros instalados no pendural P5 e no arranque do arco de 
extradorso, com as respetivas proteções mecânicas. Para o extensómetro do arranque do arco é 
pormenorizada a localização do sensor na secção transversal. A localização dos extensómetros 
permitiu avaliar as deformações devidas ao esforço axial e ao momento-fletor. Em eventos de 
duração limitada, como sucede com a passagem de tráfego ferroviário sobre a ponte, a 
compensação da temperatura dos resultados das medições não é necessária. 
O extensómetro do carril foi instalado ao nível do eixo neutro da secção e segundo a direção do 
eixo longitudinal da via. Este sensor permite avaliar as deformações axiais geradas no carril 
devidas ao efeito compósito entre o tabuleiro e a via, e assim caracterizar o mecanismo de 
transmissão de tensões de corte entre estes dois elementos (ver secção 5.3.4.1).  
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a) b) 
Figura 7.5 – Medição da deformação: a) pendural P5; b) arranque do arco de extradorso 
Na Figura 7.6 ilustra-se o processo de instalação do extensómetro que envolve a preparação da 
superfície, o posicionamento do sensor no eixo neutro da secção com auxílio de um espaçador 
metálico e a soldadura realizada com uma máquina de soldar por pontos. Foi utilizado um 
extensómetro de soldar, da série LEA-06-W125E-350 fabricado pela Vishay, com fios pré-
instalados e encapsulado. A malha do sensor é constituída por uma liga de cromoníquel com 
20,3 mm de comprimento e com um valor da resistência igual a 350 Ω ± 0,8 % a 24ºC de 
temperatura. Na ligação do extensómetro ao sistema de aquisição adotou-se por uma ligação 
em 1/4 de ponte de Wheatstone a três fios. 
  
  
 
Figura 7.6 – Instalação do extensómetro de soldar no carril 
Relativamente ao extensómetro colado ao betão, série N2A-06-20CBW-350 da Vishay, a 
malha é constituída por uma película laminada em poliamida com 62,5 mm de comprimento e 
com um valor da resistência igual a 350 Ω ± 0,2 % a 24ºC de temperatura. 
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7.2.1.4. Medição de acelerações 
As acelerações foram medidas por intermédio de acelerómetros piezoelétricos, modelo 393A03 
da marca PCB, ligados à viga principal do tabuleiro através de chapas metálicas coladas 
(Figura 7.7). As principais características técnicas destes sensores são indicadas no Quadro 5.5. 
 
Figura 7.7 – Medição da aceleração na viga principal do tabuleiro 
A medição das acelerações no comboio foi realizada no interior da caixa do veículo BAS, na 
posição identificada na Figura 7.8. As acelerações foram medidas através de um acelerómetro 
posicionado sobre o pavimento da caixa. 
 
Figura 7.8 – Medição da aceleração no interior do veículo BAS do comboio Alfa Pendular  
7.2.1.5. Resultados 
Neste ponto são apresentados os resultados das respostas dinâmicas medidas na ponte para a 
passagem do comboio Alfa Pendular.  
Na Figura 7.9 ilustra-se a passagem deste comboio sobre o tabuleiro da via ascendente da ponte 
de São Lourenço. As velocidades de circulação do comboio Alfa Pendular, no troço de linha 
onde está inserido a ponte, situam-se, regra geral, entre 175 km/h e 185 km/h. 
A 
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Figura 7.9 – Passagem do comboio Alfa Pendular na ponte de São Lourenço 
Na Figura 7.10 apresenta-se o gráfico da assinatura dinâmica do comboio Alfa Pendular, em 
função da frequência da excitação, para as velocidades de circulação de 150 km/h (AP150) e 
181 km/h (AP181). Estas duas velocidades foram as velocidades de circulação registadas no 
ensaio dinâmico sob ação de tráfego ferroviário. A velocidade de 150 km/h foi registada 
durante a realização de trabalhos de manutenção da via, na proximidade da ponte, e que 
obrigou a um afrouxamento da velocidade dos comboios. 
 
Figura 7.10 – Assinatura dinâmica do comboio Alfa Pendular para as velocidades de 150 e 181 km/h 
O gráfico ilustrado foi obtido a partir do gráfico da assinatura dinâmica representado na 
Figura 6.3, mediante a alteração do eixo das abcissas que passou a ser expresso em termos da 
frequência, por aplicação da expressão f = v/λ, em que f representa a frequência da excitação, v 
a velocidade do comboio e λ o comprimento de onda da excitação. 
Os três principais picos indicados na Figura 7.10 para as velocidades de 150 km/h e 181 km/h, 
são representativos da excitação paramétrica provocada pela passagem dos grupos de eixos do 
comboio com afastamentos regulares. A título de exemplo, refira-se que o valor de 1,98 Hz diz 
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respeito à frequência associada à passagem dos grupos de eixos com afastamento regular de 
25,4 m considerando uma velocidade de 181 km/h, ou seja, f = v/λ = 181/3,6/25,4 = 1,98 Hz.    
Na Figura 7.11 apresentam-se os registos temporais dos deslocamentos do tabuleiro, nos apoios 
e na secção entre 1/3 e 1/4 vão, e das deformações dos arcos, pendurais, carril e tabuleiro, para 
a passagem do comboio Alfa Pendular à velocidade de 181 km/h. 
 
 
a) b) 
 
 
c) d) 
 
 
e) f) 
Figura 7.11 – Registos experimentais da passagem do comboio Alfa Pendular à velocidade de 
181 km/h: a) deslocamento dos apoios; b) deslocamento da viga e laje do tabuleiro; c) deformação do 
arranque dos arcos; d) deformação dos pendurais P3; e) deformação do pendural P5; f) deformação da 
viga do tabuleiro e carril 
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A análise dos gráficos relativos aos deslocamentos dos apoios permite constatar que o 
deslocamento máximo medido no apoio de intradorso (≈ 0,17 mm) é ligeiramente superior ao 
medido no apoio de extradorso (≈ 0,14 mm) devido ao tabuleiro não ser simétrico em relação 
ao eixo da via. 
Em relação aos deslocamentos do tabuleiro, verifica-se que os deslocamentos a meio vão da 
laje são superiores aos da viga principal, tendo-se registado valores máximos iguais a 2,77 mm 
e 2,47 mm, respetivamente. Ambas as respostas são dominadas pela frequência de 1,98 Hz 
associada à passagem dos grupos de eixos com afastamentos regulares de 25,4 m. A observação 
dos registos permite ainda constatar a ocorrência de deslocamentos ascendentes, facto que é 
característico das estruturas com funcionamento estrutural em arco, nas quais a aplicação de 
cargas num dos dois meios vãos origina uma configuração deformada antissimétrica. O valor 
máximo do deslocamento vertical ascendente situa-se próximo de 1 mm. 
Os registos de deformações medidos nos pontos E1 e E2, do arranque dos arcos, e nos pontos 
E3 e E4, dos pendurais P3, apresentam uma grande semelhança apesar de pertencerem a arcos 
diferentes. Nos pendurais as tensões são de tração, enquanto no arranque do arco as tensões são 
de compressão. Os valores das deformações máximas são aproximadamente iguais a 55 µm/m, 
nos pendurais P3, 45 µm/m, no pendural P5, e 40 µm/m no arranque do arco. 
No que concerne às deformações medidas no carril e no tabuleiro, é visível a alternância de 
tensões de tração e compressão entre estes elementos. Os valores máximo e mínimo das 
deformações são aproximadamente iguais a +20 µm/m e -12 µm/m, respetivamente. Este 
resultado é muito relevante na identificação e caracterização do efeito compósito entre o 
tabuleiro e a via. 
Na Figura 7.12 apresentam-se os registos de acelerações do tabuleiro, na secção de 1/2 vão e 
entre 1/3 e 1/4 do vão, para a passagem do comboio Alfa Pendular à velocidade de 181 km/h. 
Adicionalmente, são também apresentados os auto-espetros médios e normalizados relativos a 
cada um dos registos. Os registos foram filtrados por aplicação de um filtro passa-baixo de 
Chebyshev tipo II com uma frequência de corte igual a 30 Hz. 
A observação dos registos permite constatar que o valor máximo da aceleração na secção entre 
1/3 e 1/4 do vão, igual a 3,1 m/s2, é superior ao valor máximo registado na secção de 1/2 vão, 
igual a 2,7 m/s2. Essa diferença acentua-se caso se estabeleça uma comparação entre os registos 
experimentais não filtrados nessas secções. 
A resposta dinâmica a 1/2 vão da ponte é dominada pelo contributo do modo de flexão 
simétrico (modo 3G da Figura 5.21), com uma frequência igual a 5,91 Hz. São ainda visíveis 
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picos com frequências iguais a 13,48 Hz, 15,43 Hz e 21,30 Hz, em correspondência com os 
modos de torção (modo 9G da Figura 5.21) e de flexão do tabuleiro (modos 10G e 12G da 
Figura 5.21).  
A preponderância do modo 3G na resposta dinâmica pode ser justificada pela proximidade da 
sua frequência de vibração com a frequência da excitação associada à passagem dos grupos de 
eixos do comboio, igual a 5,78 Hz (ver Figura 7.10). Por outro lado, o carácter impulsivo da 
entrada das cargas ferroviárias na ponte pode justificar a participação na resposta de modos de 
vibração com frequências elevadas, em particular modos de flexão do tabuleiro. 
 
 
a) 
 
 
b) 
Figura 7.12 – Registos da aceleração vertical do tabuleiro e respetivos auto-espetros, para a passagem 
do comboio Alfa Pendular à velocidade de 181 km/h: a) a 1/2 vão; b) entre 1/3 e 1/4 do vão 
A resposta dinâmica medida na secção entre 1/3 e 1/4 do vão tem o contributo de um maior 
número de modos de vibração comparativamente ao registo a 1/2 vão. Para além dos modos 
atrás identificados, é possível identificar picos em correspondência com o modo de flexão anti-
simétrico (modo 2G da Figura 5.21) e o modo de torção do tabuleiro (modo 8G da Figura 5.21), 
com frequências iguais a 4,25 Hz e 11,23 Hz respetivamente, para além do pico associado ao 
efeito quasi-estático da passagem dos grupos de eixos igualmente espaçados do comboio aos 
1,98 Hz. Neste ponto de medida a preponderância do modo de vibração 3G não se faz sentir de 
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forma tão notória como na secção de 1/2 vão, atendendo a que a ordenada modal nesta secção é 
inferior à ordenada a 1/2 vão. 
Os valores das frequências identificados no ensaio sob ação de tráfego são, regra geral, 
inferiores aos valores identificados no ensaio de vibração ambiental da ponte. Este facto tem a 
ver com o fenómeno de interação dinâmica ponte-veículo que faz com que a massa não 
suspensa, e parte da massa suspensa, dos veículos sejam acopladas à massa da ponte, levando a 
uma diminuição das frequências de vibração. 
A avaliação da estabilidade da resposta dinâmica da ponte para a passagem do comboio Alfa 
Pendular foi realizada com base nos registos experimentais obtidos para velocidades de 
circulação próximas. 
Na Figura 7.13 é apresentada uma comparação entre os registos de deslocamentos do tabuleiro, 
no apoio e na viga principal, em função do espaço percorrido, obtidos para a passagem do 
comboio Alfa Pendular às velocidades de 178 km/h (AP178), 181 km/h (AP181) e 182 km/h 
(AP182). São ainda apresentados os auto-espetros médios e normalizados em correspondência 
com os três registos temporais. 
 
 
a) 
 
 
b) 
Figura 7.13 – Comparação dos registos experimentais e dos auto-espetros para a passagem do comboio 
Alfa Pendular às velocidades de 178 km/h (AP178), 181 km/h (AP181) e 182 km/h (AP182): 
a) deslocamento do apoio (D1); b) deslocamento da viga principal do tabuleiro (D3) 
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A figura evidencia uma excelente concordância entre os registos experimentais obtidos para as 
diferentes velocidades. A análise dos auto-espetros permite constatar que a resposta é dominada 
pelo efeito quasi-estático da ação, como se pode verificar pela importância do pico com 
frequência próxima de 1,98 Hz, e que os efeitos dinâmicos são reduzidos.  
No caso do apoio, onde os efeitos dinâmicos ainda assim são mais notórios, devem-se destacar 
os contributos dos modos de vibração 3G, 9G e 12G. O modo de vibração 3G está associado à 
flexão do tabuleiro com movimentos dos apoios. Na análise de sensibilidade do modelo 
numérico da ponte ficou demonstrada a forte correlação da frequência e configuração deste 
modo com a rigidez vertical do apoio (ver 5.7.1.3). O modo de vibração 12G é um modo de 
flexão do tabuleiro que apresenta uma variação da sua frequência com a velocidade. Esta 
variação, na ordem dos 0,6 Hz, está possivelmente associada à não linearidade do 
comportamento do balastro com a amplitude de vibração. Note-se que a frequência deste modo 
de vibração é muito dependente do efeito compósito via-tabuleiro (ver 5.3.4.1), e por isso, é 
possível que durante a passagem de tráfego, ocorram não linearidades do comportamento da 
camada de balastro que alteram a transmissão das tensões de corte, comparativamente ao 
verificado no ensaio de vibração ambiental. 
Na Figura 7.14 é apresentada uma comparação entre os registos de deformações, no arranque 
do arco, no pendural P3 e no carril, obtidos para a passagem do comboio Alfa Pendular às 
velocidades de 178 km/h, 181 km/h e 182 km/h. São ainda apresentados os auto-espetros 
médios e normalizados em correspondência com os três registos temporais. 
Mais uma vez constata-se uma muito boa concordância entre os registos experimentais obtidos 
para as diferentes velocidades, em particular na parcela do registo correspondente ao 
movimento em vibração forçada. Em vibração livre, são de assinalar algumas diferenças entre 
os registos nomeadamente para as deformações medidas nos elementos do arco. 
A análise dos auto-espetros permite constatar que a resposta no carril é dominada pelo efeito 
quasi-estático da ação, no entanto, para os elementos do arco os efeitos dinâmicos assumem 
uma importância significativa na resposta. No arranque do arco a resposta dinâmica engloba os 
contributos dos modos de vibração 3G, 9G e 12G. O modo de vibração 9G, referente à flexão 
dos arcos fora do seu plano, assume especial relevo na resposta dinâmica. Atendendo ao 
posicionamento do extensómetro na secção transversal, o contributo dos modos de vibração 
que envolvem a flexão dos arcos no seu plano, têm um contributo reduzido na resposta. No 
pendural P3, a resposta, para além do contributo do modo de vibração 3G, tem o contributo de 
um modo local do pendural, com uma frequência próxima dos 17,5 Hz. A frequência deste 
modo apresenta também uma flutuação para as diferentes velocidades, na ordem dos 0,4 Hz. 
Capítulo 7 
7.16 
Esta variação reflete, possivelmente, a variação da frequência de vibração deste elemento 
resultante da modificação do estado de tensão devido à passagem do tráfego. 
 
 
a) 
 
 
b) 
 
 
c) 
Figura 7.14 – Comparação dos registos experimentais para a passagem do comboio Alfa Pendular às 
velocidades de 178 km/h (AP178), 181 km/h (AP181) e 182 km/h (AP182): a) deformação da secção do 
arranque do arco (E1); b) deformação do pendural P3 (E3); c) deformação do carril (E7) 
Na Figura 7.15 é apresentada uma comparação entre os registos de acelerações do ponto A0 do 
tabuleiro, obtidos para a passagem do comboio Alfa Pendular às velocidades de 150 km/h 
(AP150) e 181 km/h (AP181). São ainda apresentados os auto-espetros médios e normalizados 
em correspondência com os registos temporais. Conjuntamente com os auto-espetros são 
também identificadas, a traço descontínuo, os valores das frequências de excitação do comboio 
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de acordo com as indicações da Figura 7.10. Os registos de acelerações foram filtrados por 
aplicação de um filtro passa-baixo de Chebyshev tipo II com uma frequência de corte igual a 
30 Hz.  
 
 
 
 
a) b) 
Figura 7.15 – Aceleração vertical do tabuleiro do ponto A0 para a passagem do comboio Alfa Pendular 
às velocidades de 150 km/h (AP150) e 181 km/h (AP181): a) registos temporais; b) auto-espetros 
A comparação dos registos temporais e dos auto-espetros referentes às velocidades de 
150 km/h e 181 km/h permite concluir que a resposta dinâmica da ponte é muito influenciada 
pela velocidade de circulação do comboio. O nível máximo da aceleração registado para a 
velocidade de 181 km/h, igual a 3,1 m/s2, é muito superior ao nível máximo da aceleração 
registado para a velocidade de 150 km/h, igual a 0,5 m/s2. 
Para a velocidade de 150 km/h, a resposta em acelerações é dominada pelo efeito quasi-estático 
da ação, como se pode verificar pela importância do pico com frequência próxima de 1,63 Hz, 
e sobretudo pelo modo de flexão anti-simétrico (modo 2G), com frequência igual a 4,42 Hz. O 
importante contributo deste modo deve-se ao facto da sua frequência ser muito próxima de uma 
das frequências associadas à passagem dos grupos de eixos do comboio, situada aos 4,79 Hz, 
conforme é visível na figura, de tal forma que os picos de ambas as frequências surgem 
praticamente acoplados.   
Para a velocidade de 181 km/h, verifica-se que a frequência da excitação, com um valor igual a 
5,78 Hz, tem uma maior proximidade da frequência do modo de flexão simétrico do tabuleiro 
4,79  
5,78  
1,63  
6,41  
1,98  
7,74  
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(modo 3G), com um valor próximo de 6 Hz, pelo que este modo assume uma maior 
preponderância na resposta comparativamente à participação do modo 2G. 
7.2.2. Campanha de medição das irregularidades da via 
A informação acerca das irregularidades da via foi obtida de duas formas distintas: i) através 
dos registos provenientes do veículo de inspeção de via EM 120 da REFER; ii) através de um 
nivelamento geométrico de precisão. 
7.2.2.1. Veículo de inspeção de via EM 120 
O veículo de inspeção da via efetua a medição do nivelamento longitudinal da via com base na 
monitorização contínua da distância em relação à cabeça do carril, a partir de um sistema laser 
instalado no bogie. Este sistema laser tem incorporado um acelerómetro que regista as 
acelerações em cada instante. A dupla integração das acelerações fornece uma estimativa dos 
deslocamentos dinâmicos do ponto de medição. As amplitudes das irregularidades da via estão 
relacionadas com a distância medida pelo sistema laser corrigida pelos deslocamentos 
dinâmicos resultantes dos movimentos do bogie. Na Figura 7.16 apresenta-se uma vista geral 
do veículo de inspeção de via EM 120 da REFER. 
 
Figura 7.16 – Veículo de inspeção de via EM 120 
Na Figura 7.17 apresentam-se os perfis relativos ao nivelamento longitudinal do carril esquerdo 
e direito, num troço de via entre o km +158,600 e +159,200, que inclui a ponte de São 
Lourenço, para as campanhas de medição realizadas em Dezembro de 2008, Março de 2009 e 
Junho de 2010. Estes registos consideram os contributos referentes a comprimentos de onda 
entre 3 m e 70 m. 
Os perfis de irregularidades medidos nas diferentes campanhas, em ambos os carris, são 
praticamente coincidentes demonstrando a tendência de estabilidade da geometria da via com o 
tempo. Na maioria da extensão do troço de via a amplitude das irregularidades em ambos os 
carris não ultrapassa os 5 mm. A amplitude máxima das irregularidades ronda os 12 mm e 
ocorre próxima do meio vão da ponte. 
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b) 
Figura 7.17 – Comparação dos registos de irregularidades da via obtidos pelo veículo de inspeção de via 
para diferentes campanhas: a) carril esquerdo; b) carril direito 
Na Figura 7.18 são apresentadas as amplitudes dos auto-espetros das irregularidades em ambos 
os carris, em função do número de onda (1/λ), para as diferentes campanhas de inspeção da via. 
Os resultados mostram que as maiores amplitudes foram registadas para comprimentos de onda 
das irregularidades situados entre 40 m e 60 m. 
 
 
a) b) 
Figura 7.18 – Amplitude dos auto-espetros das irregularidades, em função do número de onda, para as 
diferentes campanhas e considerando um comprimento de via na aproximação da ponte igual a 500 m: 
a) carril esquerdo; b) carril direito 
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Na Figura 7.19 apresentam-se os perfis relativos ao nivelamento longitudinal do carril esquerdo 
e direito, num troço de via entre o km +158,600 e +159,200, obtidos na campanha de inspeção 
da via realizada em Junho de 2010, para os comprimentos de onda na gama [3;25] m e 
[25;70] m. 
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b) 
Figura 7.19 – Comparação dos registos de irregularidades da via obtidos no carril esquerdo e direito na 
campanha realizada em Dezembro 2010: a) comprimentos de onda na gama [3;25] m; b) comprimentos 
de onda na gama [25;70] m 
A máxima amplitude das irregularidades ronda os 6 mm e 7 mm, respetivamente, para os 
comprimentos de onda na gama [3;25] m e [25;70] m, e ocorrem sobre a ponte. O desvio-
padrão das irregularidades de comprimentos de onda na gama [3;25] m, medidos em trechos de 
200 m, situa-se entre 0,87 mm e 1,25 mm.   
Os valores das amplitudes das irregularidades, e respetivo desvio-padrão, enquadram-se dentro 
dos limites previstos na norma EN 13848-5 (2008) para o limite de alerta. O limite de alerta 
refere-se ao valor que, quando excedido, requer que as condições geometria da via sejam 
analisadas e consideradas nas operações da manutenção programadas. Em troços de linha com 
velocidades de circulação entre 160 km/h e 220 km/h, o nível de alerta impõe a limitação das 
amplitudes a valores entre 7 e 12 mm para comprimentos de onda na gama [3;25] m, e entre 14 
e 20 mm para comprimentos de onda na gama [25;70] m (EN 13848-5, 2008). No que se refere 
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ao desvio-padrão das irregularidades, a norma impõe valores limite situados entre 1,2 e 
1,9 mm, considerando trechos de 200 m de via e para comprimentos de onda na gama [3;25] m.   
7.2.2.2. Nivelamento geométrico de precisão 
O nivelamento geométrico de precisão teve como objetivo a validação dos perfis de 
irregularidades fornecidos pelo veículo de inspeção de via.  
Os perfis de irregularidades provenientes da EM 120 mostraram que as maiores amplitudes 
ocorrem próximas do meio vão da ponte. Este facto levantou dúvidas acerca da qualidade dos 
resultados em virtude da metodologia utilizada na avaliação das irregularidades não ser, 
geralmente, influenciada pela deformabilidade das estruturas de suporte da via.  
No nivelamento geométrico a medição dos desníveis foi realizada com recurso a um nível 
eletrónico, marca Leica e modelo DNA3, e duas réguas de códigos de barras, que garantem 
uma precisão igual ou inferior a 0,50 mm (ver Figura 7.20). As cotas foram recolhidas em 
ambos os carris, ao nível da cabeça do carril, com um espaçamento igual à distância entre 2 
travessas (aproximadamente 1,20 m) e ao longo de uma extensão de cerca de 140 m, incluindo 
a ponte. A medição das cotas foi realizada de forma automática pelo nível que realiza, em cada 
posição, 3 leituras, registando o respetivo valor médio. O método de observação de desníveis 
utilizado foi o da linha de nivelamento com procedimento de leitura atrás e à frente 
(Nanometrics, 2010). 
 
Figura 7.20 – Nivelamento geométrico de precisão da via descendente da ponte de São Lourenço 
Na Figura 7.21 são apresentadas as amplitudes das irregularidades da via, de ambos os carris, 
obtidas por intermédio do veículo de inspeção de via e por nivelamento geométrico. As figuras 
permitem constatar uma boa concordância entre os registos confirmando que a ponte não afetou 
os resultados das medições. 
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b) 
Figura 7.21 – Comparação das amplitudes das irregularidades da via obtidas por intermédio do veículo 
de inspeção de via e por nivelamento geométrico: a) carril esquerdo; b) carril direito 
7.3. ANÁLISE DINÂMICA DO SISTEMA PONTE-COMBOIO 
Nesta secção é apresentado um estudo de sensibilidade da resposta dinâmica do sistema ponte-
comboio em relação à modelação da ponte, do comboio e das irregularidades da via, e ainda em 
relação às metodologias numéricas de resolução do problema dinâmico. 
Em relação à modelação da ponte, será analisada a influência do modelo numérico da ponte, 
em particular do modelo inicial e dos modelos calibrados, GA1 a GA4, na resposta dinâmica da 
ponte. 
Relativamente ao comboio, serão avaliadas a influência da modelação do comboio, em 
particular dos modelos com e sem interação ponte-comboio, e da velocidade do comboio, nas 
respostas dinâmicas de ambos os sistemas.  
No que concerne às irregularidades, serão comparadas as respostas dinâmicas da ponte e do 
comboio em cenários com e sem irregularidades da via. Adicionalmente, será também 
analisada a influência da extensão de via percorrida pelo comboio antes da ponte e do 
comprimento de onda das irregularidades, na resposta dinâmica do comboio. 
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Será ainda avaliada a influência de parâmetros relacionados com a resolução do problema 
dinâmico, em particular do método de Newmark e do método da sobreposição modal, na 
resposta do sistema ponte-comboio. No caso do método da sobreposição modal é analisada a 
influência do número de modos de vibração e dos valores dos coeficientes de amortecimento, 
na resposta da ponte. No caso do método de Newmark, é analisada a influência da inclusão do 
amortecimento proporcional de Rayleigh na resposta da caixa do comboio. 
As análises dinâmicas são realizadas no programa TBI, cuja arquitetura e rotinas foram 
descritas no Capítulo 3. Em problemas com interação ponte-comboio, este programa recorre ao 
método da sobreposição modal na resolução do problema dinâmico da ponte, e a um método de 
integração direta, neste caso o método de Newmark, na resolução do problema dinâmico do 
comboio.  
O estudo de sensibilidade incidiu na passagem de três comboios reais: os comboios 
convencionais, Alfa Pendular e Virgin, e o comboio articulado TGV. Nas análises dinâmicas 
com interação ponte-comboio foi utilizado apenas o comboio Alfa Pendular. Os resultados são 
geralmente apresentados em termos de envolventes, para uma gama de velocidades entre 
120 km/h e 420 km/h e considerando um intervalo de velocidades igual a 10 km/h, ou em 
registos temporais, que são apresentados para velocidades de circulação correntes, 150 km/h ou 
180 km/h, ou para a velocidade de ressonância.  
O incremento de tempo nas integrações numéricas foi tomado igual a 0,001 s. Este incremento 
de tempo é adequado para assegurar a correta representação dos principais modos de vibração 
dos subsistemas ponte, comboio e também das frequências da excitação associadas às 
irregularidades da via, neste caso condicionadas pelo menor comprimento de onda, igual a 3 m, 
e pela velocidade de circulação máxima, igual a 420 km/h. O valor adotado para o incremento 
de tempo é da ordem de T/20, em que T é o período correspondente ao modo de vibração de 
ordem mais elevada que se pretende considerar na resposta. No caso da ponte os coeficientes de 
amortecimento modais adotados foram os obtidos por via experimental. 
Os pontos de controlo da resposta dinâmica na ponte e no veículo j do comboio Alfa Pendular, 
com j=1, ..., 6, são apresentados na Figura 7.22 e Figura 7.23, respetivamente.  
Na ponte, os pontos de controlo localizados no tabuleiro vêm identificados com a letra ‘T’ e os 
pontos localizados nos elementos do arco de extradorso vêm identificados com a sigla ‘A’. No 
veículo, os pontos de controlo localizados na base do assento são identificados com a letra ‘C’, 
os localizados no passageiro com a sigla ‘P’ e os localizados na estrutura do bogie dianteiro 
com a letra ‘B’. A denominação dos pontos de controlo de cada veículo inclui o seu número de 
ordem (j). 
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Figura 7.22 – Localização dos pontos de controlo da resposta dinâmica no arco de extradorso e no 
tabuleiro da ponte ferroviária de São Lourenço 
j = 1 a 6 
a) 
 
 
b) c) 
Figura 7.23 – Localização dos pontos de controlo da resposta dinâmica num veículo tipo do comboio 
Alfa Pendular: a) caixa; b) passageiro; c) bogie dianteiro 
7.3.1. Influência do número de modos de vibração 
Na Figura 7.24 apresentam-se os valores máximos do deslocamento e da aceleração do ponto 
T4 da viga do tabuleiro, para a passagem dos comboios Alfa Pendular, TGV e Virgin, 
i = 1 a 4 
j = 1 a 6 
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considerando o contributo de 35, 85, 135 e 190 modos de vibração da estrutura. O número de 
modos de vibração analisados está em correspondência com a limitação das frequências a 
15 Hz, 30 Hz, 45 Hz e 60 Hz, respetivamente. As análises dinâmicas do sistema ponte-comboio 
foram realizadas por aplicação de uma metodologia de cargas móveis. 
 
 
a) 
 
 
b) 
 
 
c) 
Figura 7.24 – Influência do número de modos de vibração nos valores máximos da resposta dinâmica, 
em deslocamentos e acelerações do ponto T4, para a passagem dos comboios: a) Alfa Pendular; 
b) TGV; c) Virgin 
A figura permite constatar que as respostas em deslocamentos são praticamente coincidentes 
para os 4 cenários analisados, o que permite afirmar que a resposta é bem caracterizada através 
dos primeiros 35 modos de vibração da ponte. Os picos de ressonância visíveis nas envolventes 
dos comboios Alfa Pendular, para a velocidade de 410 km/h, e Virgin, para a velocidade de 
380 km/h, correspondem à ressonância do modo de vibração 2G, o modo de flexão vertical do 
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tabuleiro anti-simétrico. Para o comboio TGV, para além do pico de ressonância 
correspondente ao modo de vibração 2G, são ainda visíveis dois picos de ressonância para 
velocidades superiores. Os picos de ressonância relativos ao comboio articulado são menos 
notórios comparativamente aos picos de ressonância dos comboios convencionais. Esta 
particularidade será abordada mais adiante, na secção 7.5.2, e deve-se a um fenómeno de 
cancelamento da ressonância. 
Relativamente às respostas em acelerações constata-se uma ligeira dependência da resposta em 
relação ao número de modos considerados na análise, verificando-se uma tendência para o 
aumento da resposta com o número de modos, em particular para o comboio TGV. 
No Quadro 7.2 apresentam-se as estimativas das velocidades críticas referentes aos comboios 
Alfa Pendular, Virgin e TGV, calculados por aplicação da Expressão (2.1). A visualização do 
quadro permite verificar a boa concordância entre as velocidades críticas indicadas e as 
ilustradas nas envolventes da Figura 7.24. Saliente-se, no entanto, que as pequenas diferenças 
encontradas relacionam-se com o facto de terem sido utilizados incrementos de velocidade de 
10 km/h, o que na vizinhança de uma ressonância poderá ser demasiado para a correta 
identificação do pico da resposta. 
Quadro 7.2 – Velocidades críticas referentes aos comboios Alfa Pendular, Virgin e TGV 
Comboio D [m] Nº modo / 
Frequência [Hz] i vres [km/h] 
Alfa Pendular 25,4 2G / 4,38 1 400,5 
Virgin 23,9 2G / 4,38 1 376,9 
2G / 4,38 1 294,9 
6G / 9,77 2 328,9 TGV 18,7 
7G / 10,55 2 355,1 
Na Figura 7.25 apresentam-se os valores máximos das deformações dos pontos A1 e A2, do 
arranque do arco e do pendural P3, respetivamente, e no carril de extradorso, na secção entre 
1/3 e 1/4 do vão, para a passagem dos comboios Alfa Pendular, TGV e Virgin, considerando o 
contributo de 35, 85, 135 e 190 modos de vibração da estrutura. 
Os resultados mostram uma tendência de aumento dos valores máximos das deformações com 
a inclusão de um maior número de modos de vibração na resposta, em particular na secção de 
arranque do arco e no pendural. As envolventes das deformações nestes elementos do arco 
apresentam inúmeros picos de ressonância associados a modos de vibração de carácter global e 
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local. As deformações do carril não mostraram ser sensíveis ao aumento do número de modos 
de vibração considerados na análise. 
  
 
a) 
 
  
b) 
 
  
c) 
Figura 7.25 – Influência do número de modos de vibração nos valores máximos da resposta dinâmica 
para a passagem dos comboios Alfa Pendular, TGV e Virgin em termos de deformações: a) arranque do 
arco (A1); b) pendural P3 (A2); c) carril 
7.3.2. Influência do modelo numérico da ponte 
Na Figura 7.26 apresentam-se os valores máximos dos deslocamentos e das acelerações do 
ponto T4, para a passagem dos comboios Alfa Pendular, TGV e Virgin, considerando o modelo 
numérico inicial, não calibrado, e os modelos numéricos calibrados, GA1 a GA4. As análises 
dinâmicas foram realizadas por aplicação de uma metodologia de cargas móveis. 
TGV Virgin Alfa Pendular 
TGV Virgin Alfa Pendular 
TGV Virgin Alfa Pendular 
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Figura 7.26 – Influência da calibração nos valores máximos da resposta dinâmica, em termos de 
deslocamentos e acelerações, do ponto T4 para a passagem do comboio: a) Alfa Pendular; b) TGV; 
c) Virgin 
Verifica-se que existem diferenças significativas nos valores máximos dos deslocamentos e das 
acelerações estimados com base no modelo numérico inicial e nos modelos numéricos 
calibrados, em particular para as velocidades de ressonância e na vizinhança das velocidades de 
ressonância. Importa, também, realçar a excelente concordância dos resultados obtidos com 
base nos diferentes modelos numéricos calibrados. 
As velocidades de ressonância do modelo numérico inicial são inferiores às velocidades de 
ressonância dos modelos numéricos calibrados uma vez que o modelo inicial apresenta uma 
menor rigidez em comparação com os modelos calibrados. Atenda-se, por exemplo, ao caso da 
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velocidade de ressonância do comboio Alfa Pendular que passou de 380 km/h, no modelo 
inicial, para 410 km/h nos modelos calibrados. A menor rigidez do modelo inicial foi também a 
responsável pelos deslocamentos da ponte registados serem superiores aos registados nos 
modelos calibrados. 
Relativamente às acelerações, para além de uma translação dos picos de ressonância para 
velocidades superiores, não foi registada qualquer alteração significativa dos valores máximos 
desta grandeza, em particular nas velocidades de ressonância. Os valores das acelerações são 
mais dependentes da variação da massa da estrutura, e este parâmetro manteve-se praticamente 
inalterado entre o modelo inicial e os modelos calibrados. 
7.3.3. Influência da interação ponte-comboio 
Na Figura 7.27 apresenta-se uma comparação dos registos temporais, obtidos nas análises com 
e sem interação ponte-comboio, para a passagem do comboio Alfa Pendular a uma velocidade 
de circulação corrente (150 km/h) e a uma velocidade de ressonância (405 km/h), em termos de 
deslocamentos e acelerações do ponto T4 da viga principal do tabuleiro, e de deformações dos 
pontos A1 e A2 do arranque do arco e pendural P3, respetivamente. 
Os resultados mostram que a influência da interação ponte-comboio foi mais notória nos 
registos temporais para a passagem do comboio Alfa Pendular a uma velocidade de 
ressonância. Para uma velocidade de circulação corrente, os resultados com e sem interação 
ponte-comboio são praticamente coincidentes, com exceção do registo de acelerações que, 
ainda assim, apresenta pequenas diferenças. 
Na velocidade de ressonância os valores máximos das respostas obtidos com interação ponte-
comboio são inferiores aos valores máximos obtidos sem interação ponte-comboio. A redução 
da resposta da ponte pode ser justificada pela transferência de energia que ocorre da estrutura 
para os veículos, nomeadamente para as suspensões primárias dos diferentes eixos 
(ERRI D214/RP4, 1999). 
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Figura 7.27 – Influência da interação ponte-comboio nos registos temporais para a passagem do 
comboio Alfa Pendular às velocidades de 150 km/h e 405 km/h, em termos de: a) deslocamento do 
ponto T4; b) aceleração do ponto T4; c) deformação do ponto A1; d) deformação do ponto A2 
Na Figura 7.28 apresenta-se a influência da interação ponte-comboio nos valores máximos da 
resposta da ponte para a passagem do comboio Alfa Pendular, em função da velocidade, em 
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termos do deslocamento e aceleração do ponto T4 da viga do tabuleiro, e a deformação dos 
pontos A1 e A2 do arranque do arco e do pendural P3, respetivamente. 
 
 
a) b) 
 
 
c) d) 
Figura 7.28 – Influência da interação ponte-comboio nos valores máximos da resposta dinâmica da 
ponte para a passagem do comboio Alfa Pendular, em função da velocidade: a) deslocamento do ponto 
T4; b) aceleração do ponto T4; c) deformação do ponto A1; d) deformação do ponto A2 
Em termos de deslocamentos e acelerações, as maiores diferenças ocorrem sobretudo em torno 
da velocidade de ressonância. No que se refere aos valores máximos das deformações, verifica-
se que a consideração da interação ponte-comboio levou ao aparecimento de novos picos de 
ressonância, o que indicia que a dinâmica associada aos veículos, em particular a dinâmica da 
caixa e dos bogies, influencia de forma determinante o comportamento dinâmico dos elementos 
dos arcos. Constata-se ainda que as deformações máximas nos elementos do arco, nas análises 
com interação ponte-comboio são inferiores às deformações máximas obtidas nas análises sem 
interação ponte-comboio, praticamente para todas as velocidades. 
7.3.4. Influência das irregularidades da via 
7.3.4.1. Ponte 
Na Figura 7.29 apresentam-se os registos temporais dos deslocamentos e acelerações na secção 
entre 1/3 e 1/4 do vão e as deformações no arranque do arco e no pendural P3, resultantes das 
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análises com e sem irregularidades, para a passagem do comboio Alfa Pendular às velocidades 
de 150 km/h e 405 km/h. 
 
 
a) 
 
 
b) 
 
 
c) 
 
 
d) 
Figura 7.29 – Influência das irregularidades nos registos temporais para a passagem do comboio Alfa 
Pendular às velocidades de 150 km/h e 405 km/h: a) deslocamento do ponto T4; b) aceleração do ponto 
T4; c) deformação do ponto A1; d) deformação do ponto A2 
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Os resultados mostram que a influência das irregularidades da via é particularmente notória nos 
registos de deformação relativos aos elementos do arco e para a velocidade de ressonância. 
Para a velocidade de 150 km/h, apenas no registo de acelerações são de assinalar diferenças 
com algum significado. 
Apresentam-se na Figura 7.30 os auto-espetros dos registos de deformação do ponto A1 do 
arco, obtidos com e sem irregularidades, para a velocidade de ressonância. Há a assinalar uma 
diminuição significativa da participação do modo de vibração 2G, com uma frequência igual a 
4,38 Hz, na resposta dinâmica com irregularidades. Este fenómeno está relacionado com a 
contribuição para a resposta da frequência da ação resultante das irregularidades da via com 
comprimento de onda (λ) próximo de 25 m. Este valor do comprimento de onda corresponde a 
uma zona do auto-espetro das irregularidades com amplitudes significativas e que 
provavelmente ocorre na zona da ponte (ver secção 7.2.2.1). A frequência da excitação (f) 
gerada por este comprimento de onda é dada por: f = v/λ = 405/(3,6×25) = 4,50 Hz. Este valor é 
aproximadamente igual à frequência do modo 2G, contudo, não levou à amplificação da 
resposta dinâmica, pelo contrário, foi responsável pela sua atenuação, devido ao facto dos 
movimentos estarem em oposição de fase. 
Aliás, a observação da resposta em vibração livre do registo de deformações vem confirmar a 
hipótese anterior, demonstrando que globalmente o registo obtido com irregularidades surge em 
oposição de fase em relação ao registo obtido sem irregularidades. 
A análise do registo temporal de deformação obtido com irregularidades, em particular do 
período em vibração forçada, mostra ainda que a diminuição da amplitude da resposta do modo 
2G torna mais visível o contributo de outros modos de vibração nomeadamente dos modos 3G 
e 6G, com frequências próximas de 6,07 Hz e 8,55 Hz, respetivamente. 
 
Figura 7.30 – Influência das irregularidades nos auto-espetros dos registos de deformação do ponto A1 
para a passagem do comboio Alfa Pendular à velocidade de 405 km/h 
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Relativamente ao registo de deformação do ponto A2, é visível, mais uma vez, que os 
contributos da ação e do modo estrutural 2G surgem em oposição de fase. Neste caso a 
participação do movimento da ação resultante das irregularidades da via assume uma maior 
relevância na resposta em vibração forçada, comparativamente ao que sucede no arranque do 
arco.   
Na Figura 7.31 apresenta-se a influência das irregularidades nos valores máximos da resposta 
da ponte para a passagem do comboio Alfa Pendular, em função da velocidade, em termos do 
deslocamento e aceleração do ponto T4 da viga do tabuleiro, e de deformação dos pontos A1 e 
A2, do arranque do arco e do pendural P3 respetivamente. 
  
 
a) b) 
 
 
c) d) 
Figura 7.31 – Influência das irregularidades nos valores máximos da resposta dinâmica da ponte para a 
passagem do comboio Alfa Pendular, em função da velocidade: a) deslocamento do ponto T4; 
b) aceleração do ponto T4; c) deformação do ponto A1; d) deformação do ponto A2 
Em termos de deslocamentos, as maiores diferenças entre os resultados com e sem 
irregularidades, ocorrem na vizinhança da velocidade de ressonância. No que se refere aos 
valores máximos das acelerações e deformações, verifica-se que a inclusão das irregularidades 
levou ao aparecimento de novos picos de ressonância. Esta constatação é particularmente 
evidente nos registos de deformações do arranque do arco. A resposta dos elementos estruturais 
do arco tem participações significativas de um número alargado de modos de vibração do 
tabuleiro, dos arcos, e em modos locais dos próprios elementos e de elementos vizinhos, pelo 
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que a probabilidade de serem influenciados pelas frequências da ação resultantes das 
irregularidades da via é consideravelmente maior. 
7.3.4.2. Comboio 
Na Figura 7.32 apresentam-se os registos temporais das acelerações, com e sem 
irregularidades, para a passagem do comboio Alfa Pendular às velocidades de 150 km/h e 
405 km/h. As acelerações foram avaliadas no interior do último veículo do comboio (veículo 6) 
ao nível da base do assento (posição C3.6) e do passageiro (posição P3.6). 
 
 
a) 
 
 
b) 
Figura 7.32 – Influência das irregularidades nos registos temporais das acelerações avaliadas no interior 
do veículo 6, para a passagem do comboio Alfa Pendular na ponte de São Lourenço às velocidades de 
150 km/h e 405 km/h, na posição: a) C3.6; b) P3.6 
Da análise da figura pode concluir-se que: 
i) As acelerações registadas na base do assento e no passageiro para a velocidade de 
405 km/h são muito superiores às registadas para a velocidade de 150 km/h. Para a 
velocidade de 150 km/h, os valores máximos da aceleração da base do assento e do 
passageiro são da mesma ordem de grandeza, com valores próximos de 0,4 m/s2. 
Relativamente à velocidade de 405 km/h, o valor máximo da aceleração da base do 
assento, aproximadamente igual a 2,0 m/s2, é superior ao valor máximo da 
Ponte 
Ponte Ponte 
Ponte 
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aceleração do passageiro, próximo de 1,5 m/s2. O sistema passageiro-assento tem 
uma frequência de vibração igual a 4,3 Hz, garantindo a atenuação das vibrações 
com frequências superiores a ×2 4,3 ≈ 6,1 Hz; 
ii) Para a velocidade de 150 km/h as acelerações da base do assento e do passageiro 
são sobretudo condicionadas pelas irregularidades da via. O contributo da interação 
dinâmica devida aos movimentos da ponte não tem um peso significativo nos 
valores das acelerações. Como exemplo, refira-se que o valor máximo da aceleração 
da base do assento sem a inclusão das irregularidades, aproximadamente igual a 
0,1 m/s2, é muito inferior aos 0,4 m/s2 registados no cenário com irregularidades. A 
comparação dos registos de acelerações da base do assento e do passageiro permite 
ainda constatar a eficiência do assento na filtragem das componentes da aceleração 
provenientes da caixa com frequências mais elevadas, nomeadamente a frequência 
associada ao modo de flexão da caixa igual a 12,2 Hz, e as frequências dos modos 
locais da base da caixa situadas entre 8 Hz e 10 Hz. No entanto, é importante notar 
que o registo de acelerações da base do assento, durante e após o atravessamento da 
estrutura, é dominado pelo contributo do modo de rotação longitudinal da caixa, 
com uma frequência igual a 1,70 Hz, que não foi atenuado pela estrutura do assento;  
iii) Para a velocidade de 405 km/h as acelerações da base do assento e do passageiro 
são sobretudo condicionadas pela parcela da interação dinâmica devida aos 
movimentos da ponte, uma vez que em ressonância, os movimentos a que a 
estrutura está sujeita são preponderantes em relação à amplitude das irregularidades 
da via. A comparação do registo de acelerações da base do assento antes do 
atravessamento da ponte, com o registo durante e após o atravessamento, permite 
constatar que a passagem na estrutura foi responsável por um aumento significativo 
da amplitude das vibrações numa frequência igual a 12,2 Hz, correspondente ao 
modo de flexão da caixa. Este aumento da amplitude das vibrações foi sentido em 
menor escala no passageiro o que demonstra a eficiência do assento na redução das 
amplitudes das vibrações provenientes da caixa.  
A Figura 7.33 mostra os valores máximos da aceleração nos veículos 1 e 6 (V1 e V6) do 
comboio Alfa Pendular na passagem sobre a ponte de São Lourenço, em função da velocidade, 
com e sem o efeito das irregularidades, medidas na base do assento (C3), no passageiro (P3) e 
no bogie (B3). 
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Figura 7.33 – Influência das irregularidades nos valores máximos da aceleração nos veículos 1 e 6 (V1 e 
V6) do comboio Alfa Pendular na passagem sobre a ponte de São Lourenço, em função da velocidade, 
dos pontos: a) C3.1 / C3.6; b) P3.1 / P3.6; c) B3.1 / B3.6 
A figura permite estabelecer algumas conclusões: 
i) Para velocidades inferiores a 350 km/h, os valores máximos da aceleração da base 
do assento e do passageiro dos veículos V1 e V6 apresentam uma ordem de 
grandeza semelhante e com uma ligeira tendência de aumento com a velocidade. 
Para velocidades superiores, em particular as situadas próximas da velocidade de 
ressonância, verifica-se um aumento acentuado dos valores máximos da aceleração 
da base do assento e do passageiro, com especial significado no veículo V6. Na 
passagem sobre a ponte, o último veículo do comboio é mais influenciado pelos 
movimentos da ponte do que o primeiro veículo, atendendo a que o fenómeno de 
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ressonância vai assumindo maior preponderância com a passagem dos sucessivos 
grupos de eixos do comboio; 
ii) A comparação dos valores máximos da aceleração da base do assento e do 
passageiro obtidos com e sem o efeito das irregularidades, mostram que a inclusão 
das irregularidades é decisiva na caracterização das acelerações nos veículos V1 e 
V6. Os valores máximos das acelerações obtidos com inclusão das irregularidades 
são superiores aos obtidos sem inclusão das irregularidades. Esta tendência é 
particularmente notória para as velocidades afastadas da velocidade de ressonância. 
Nas velocidades próximas da ressonância a influência das irregularidades é menor 
atendendo a que os movimentos da ponte assumem uma maior preponderância. Por 
outro lado, em velocidades elevadas a frequência de excitação dos veículos, 
induzida pelas irregularidades da via, tipicamente com comprimentos de onda entre 
40 m e 60 m, pode desviar-se da gama de frequências naturais da caixa e dos bogies, 
originando menores amplificações da resposta dinâmica; 
iii) Relativamente ao bogie, observa-se uma importante diferença entre os valores 
máximos da aceleração obtidos com e sem o efeito das irregularidades. Esta 
diferença é superior às diferenças registadas na base do assento, passageiro e caixa 
de eixo, pelo facto das principais frequências de vibração do bogie, iguais a 7,3 Hz, 
7,7 Hz, 9,2 Hz, 14,1 Hz e 14,2 Hz (ver secção 6.5.4) estarem próximas das 
frequências associadas às irregularidades com comprimentos de onda mais curtos, 
entre 3 m e 10 m, na gama de velocidades analisada.   
7.3.5. Influência da extensão da via antes da ponte 
Com o objetivo de avaliar a influência da extensão da via percorrida pelo comboio, antes da 
passagem sobre a ponte, na resposta dinâmica dos veículos, foram efetuadas análises 
considerando diferentes distâncias para o início do percurso do comboio, nomeadamente 20, 
100, 250 e 500 m. A extensão da via tem repercussões na resolução do problema dinâmico, em 
particular no tempo de cálculo despendido. 
Na Figura 7.34 a) apresentam-se os registos de acelerações num passageiro (P2.1) do veículo 1, 
para uma velocidade de circulação de 180 km/h, e considerando diferentes distâncias para o 
início do percurso do comboio. Na Figura 7.34 b) ilustram-se os diferentes registos temporais 
no intervalo de tempo compreendido entre 7,0 s e 11,5 s, que incluí o atravessamento da ponte. 
A velocidade de circulação foi escolhida de modo à frequência de excitação dos veículos, 
gerada pelas irregularidades da via com comprimentos de onda entre 40 e 60 m, situar-se 
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próxima das frequências de vibração do veículo, em particular das frequências dos modos de 
corpo rígido, situadas entre 1,0 Hz e 1,7 Hz. 
A observação das curvas referentes às distâncias de 20, 100 e 250 m mostram que, após uma 
fase transitória inicial, as diferentes curvas apresentam uma concordância perfeita. O período 
de restabelecimento da resposta dinâmica ocorre num intervalo de tempo reduzido, cerca de 
1,5 s, fundamentalmente devido ao elevado amortecimento da caixa do veículo. No intervalo de 
tempo correspondente à passagem sobre a ponte, entre 10,0 s e 10,8 s, as curvas referentes às 
diferentes distâncias são praticamente coincidentes, com exceção da curva referente à distância 
de 20 m. 
  
a) 
 
b) 
Figura 7.34 – Influência da extensão da via no registo de aceleração na posição P2.1 do veículo 1, para 
uma velocidade de circulação de 180 km/h, considerando o início do percurso do comboio a uma 
distância da ponte igual a 20, 100, 250 e 500 m, e para os intervalos de tempo: a) [0;13] s; b) [7;11,5] s 
Ponte 
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Na Figura 7.35 apresentam-se os registos de acelerações na base do assento (C2.1) e no bogie 
(B3.1), para uma velocidade de circulação de 180 km/h, e considerando o início do percurso do 
veículo a uma distância da ponte igual a 20, 100, 250 e 500 m. 
 
a) 
 
b) 
Figura 7.35 – Influência da extensão da via nos registos de acelerações no veículo 1, para uma 
velocidade de circulação de 180 km/h, e considerando o início do percurso do veículo a uma distância 
da ponte igual a 20, 100, 250 e 500 m: a) base do assento (C2.1); b) bogie (B3.1) 
Mais uma vez, a resposta dinâmica, após um período de ajuste inicial, tende a ser coincidente 
para as diferentes distâncias percorridas pelo comboio. Curioso notar que os períodos de 
restabelecimento da resposta são inferiores ao período registado para o passageiro, tendo-se 
obtido valores aproximadamente iguais a 1,0 s e 0,25 s para a base do assento e bogie 
respetivamente. No caso do bogie, este resultado demonstra uma vez mais a influência do 
amortecimento introduzido pelos amortecedores primários e secundários que, sendo superior ao 
amortecimento da caixa, é responsável pelo menor período de restabelecimento. Também o 
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facto das frequências de vibração do bogie serem superiores às frequências dos restantes 
sistemas faz com que no mesmo intervalo de tempo existam mais ciclos e, por isso, o 
movimento surja mais amortecido. No intervalo de tempo correspondente à passagem sobre a 
ponte, as curvas referentes às diferentes distâncias, no caso do bogie, são praticamente 
coincidentes, enquanto na caixa a única curva que apresenta diferenças assinaláveis é a 
referente à distância de 20 m. 
7.3.6. Influência do comprimento de onda das irregularidades 
Na Figura 7.36 apresentam-se os registos de acelerações na base do assento (C2.1), no 
passageiro (P2.1) e no bogie (B3.1), do veículo 1 do comboio Alfa Pendular, para uma 
velocidade de circulação igual a 180 km/h, considerando o efeito das irregularidades com 
comprimentos de onda nas gamas [3;70]m e [25;70]m. 
  
a) b) 
 
c) 
Figura 7.36 – Influência do comprimento de onda das irregularidades nos registos de acelerações no 
veículo 1 do comboio Alfa Pendular, para uma velocidade de circulação igual a 180 km/h, nas gamas 
[3;70]m e [25;70]m: a) base do assento (C2.1); b) passageiro (P2.1); c) bogie (B3.1) 
Os resultados mostram que as acelerações na base do assento e no passageiro são sobretudo 
influenciadas pelas irregularidades associadas a grandes comprimentos de onda, no entanto, o 
contributo dos comprimentos de onda entre 3 m e 25 m mostraram também ser importantes 
condicionando os valores máximos da aceleração. 
Ponte Ponte 
Ponte 
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No que se refere ao bogie, as irregularidades com comprimentos de onda entre 3 m e 25 m têm 
um contributo importante para os valores máximos das acelerações. Este contributo deve-se ao 
facto das frequências de excitação do veículo devido às irregularidades da via, nomeadamente 
as associadas a comprimentos de onda mais pequenos, entre 3 m e 6 m, e para a velocidade de 
180 km/h, se situarem no intervalo entre 8,3 Hz e 16,6 Hz, onde estão localizadas algumas das 
principais frequências de vibração do bogie, em particular as associadas a modos de corpo 
rígido. 
7.3.7. Influência do amortecimento 
7.3.7.1. Ponte 
Na Figura 7.37 apresentam-se os valores máximos dos deslocamentos e das acelerações do 
ponto T4 da viga principal do tabuleiro, referentes à passagem dos comboios Alfa Pendular, 
TGV e Virgin, para diferentes cenários de amortecimento da ponte. Foram considerados três 
cenários baseados nos valores médios, nos valores característicos relativos ao quantilho 5 % 
(k0,05) e nos valores característicos relativos ao quantilho 95 % (k0,95) dos coeficientes de 
amortecimento da ponte obtidos por via experimental. 
A observação da figura permite concluir que o cenário do amortecimento da ponte apenas 
influencia a resposta dinâmica em velocidades vizinhas da ressonância. Essa influência foi 
particularmente notória para a passagem do comboio Virgin à velocidade de 380 km/h, que 
apresenta valores máximos do deslocamento na ordem dos 24 mm, para o cenário k0,05, e de 
27,5 mm, para o cenário k0,95, o que significa variações de cerca de ± 7,5 % em relação ao 
deslocamento do cenário do valor médio. 
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a) 
 
 
b) 
 
 
c) 
Figura 7.37 – Influência do amortecimento nos valores máximos da resposta dinâmica, em 
deslocamentos e acelerações do ponto T4, para a passagem do comboio: a) Alfa Pendular; b) TGV; 
c) Virgin 
7.3.7.2. Comboio 
Na Figura 7.38 apresentam-se os registos de acelerações na base do assento (C2.1), no 
passageiro (P2.1) e no bogie (B3.1) do veículo 1 do comboio Alfa Pendular, para uma 
velocidade de circulação igual a 180 km/h, com e sem a inclusão do amortecimento dos modos 
estruturais da caixa, através de uma matriz de Rayleigh. O amortecimento proporcional de 
Rayleigh pode ser introduzido de acordo com as indicações da secção 6.3.3. 
A não inclusão do amortecimento proporcional de Rayleigh tem influência nos registos de 
acelerações da base do assento e do bogie, nomeadamente pelo aparecimento na resposta de 
participações de modos estruturais do veículo com frequências elevadas e não amortecidas. 
TGV 
Virgin 
Alfa Pendular Alfa Pendular 
TGV 
 
Virgin 
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Alguns destes contributos podem mesmo ser espúrios sobrepostos com as participações dos 
modos estruturais e que resultaram da deficiente integração numérica do problema dinâmico 
através da aplicação de uma técnica de integração direta. 
  
a) b) 
 
c) 
Figura 7.38 – Influência do amortecimento proporcional de Rayleigh nos registos de acelerações no 
veículo 1 do comboio Alfa Pendular, para uma velocidade de circulação igual a 180 km/h: a) base do 
assento (C2.1); b) passageiro (P2.1); c) bogie (B3.1) 
O registo de acelerações do passageiro é pouco influenciado pela inclusão da matriz de 
amortecimento de Rayleigh. Este sistema de 1 grau de liberdade apresenta características 
dinâmicas, em termos de massa e rigidez, que garantem um adequado isolamento das vibrações 
com frequências elevadas provenientes da vibração da caixa do veículo. 
7.3.8. Influência da velocidade 
A velocidade de passagem do comboio Alfa Pendular sobre a ponte tem influência na resposta 
dinâmica da ponte e do comboio. 
Na Figura 7.39 são apresentados os auto-espetros da resposta dinâmica da ponte, em termos de 
deslocamento e aceleração do ponto T4 da viga principal e deformação do ponto A2 do 
pendural P3, para a passagem do comboio Alfa Pendular às velocidades de 120, 180, 240, 300, 
360 e 420 km/h. A representação da resposta dinâmica no domínio da frequência dá uma 
perceção mais clara do modo como os diferentes modos de vibração da estrutura participam na 
resposta e permite também identificar as frequências da ação mais relevantes. 
Ponte Ponte 
Ponte 
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a) b) c) 
Figura 7.39 – Auto-espetros da resposta dinâmica da ponte para passagem do comboio Alfa Pendular às 
velocidades de 120, 180, 240, 300, 360 e 420 km/h: a) deslocamento do ponto T4; b) aceleração do 
ponto T4; c) deformação do ponto A2 
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Os auto-espetros dos deslocamentos são dominados pela frequência da passagem dos grupos de 
eixos com afastamentos regulares de 25,4 m, e que varia desde 1,3 Hz, aos 120 km/h, até 
4,6 Hz, aos 420 km/h. Este aumento da frequência com a velocidade faz com que o pico da 
ação se aproxime gradualmente do pico associado ao modo de vibração 2G, o modo de flexão 
anti-simétrico do tabuleiro, como é visível às velocidades de 180, 240 e 300 km/h, até que em 
velocidades próximas da ressonância os dois picos coincidem. 
Em relação aos auto-espetros das acelerações, são visíveis alterações significativas do conteúdo 
em frequência da resposta com o aumento da velocidade. Assim, às velocidades de 120 km/h e 
180 km/h é visível uma repartição do conteúdo em frequência por diversos modos estruturais, 
em particular os modos de flexão do tabuleiro (modos 2G, 3G, 10G e 12G da Figura 5.21) e um 
modo de torção do tabuleiro (modo 7G da Figura 5.21), para além de frequências associadas à 
ação. Para a velocidade de 240 km/h verifica-se que a resposta é dominada pela frequência da 
ação associada à passagem dos grupos de eixos com afastamentos de 25,4 m e pela participação 
dos modos de vibração 2G e 12G. Para velocidades próximas da velocidade de ressonância a 
resposta é dominada em exclusivo pelo modo de vibração 2G. 
Relativamente às deformações, há a assinalar o facto de não existirem participações 
significativas de modos de vibração acima de 10 Hz. Foram registados efeitos dinâmicos com 
algum significado para a velocidade de 240 km/h, nomeadamente com a participação dos 
modos de vibração 2G e 3G, para além de um pico observável à frequência de 7,7 Hz 
correspondente à frequência da passagem dos grupos de eixos associada ao comprimento de 
onda de 8,7 m. No que concerne às velocidades próximas da ressonância foi observado um 
comportamento idêntico ao verificado nos auto-espetros dos deslocamentos e das acelerações. 
Na Figura 7.40 apresentam-se os auto-espetros das acelerações na base do assento (C1.6 e 
C2.6) e no passageiro (P2.6) do veículo 6 do comboio Alfa Pendular, na passagem sobre a 
ponte de São Lourenço, às velocidades de 120, 180, 240, 300, 360 e 420 km/h. 
A análise dos auto-espetros permite tirar as seguintes conclusões: 
i) As respostas dinâmicas da base do assento e do passageiro, para as diferentes 
velocidades, são dominadas pelo contributo dos modos de vibração do veículo com 
frequências inferiores a 15 Hz. Os modos de vibração do veículo com maior 
participação na resposta são os modos de corpo rígido, com frequências iguais a 
1,24 Hz e 1,70 Hz, e os modos estruturais. Os modos estruturais referem-se aos 
modos locais da base da caixa, tal como os representados na Figura 6.21, com 
frequências compreendidas entre 8 Hz e 12 Hz, e aos modos de torção (8,4 Hz) e de 
flexão da caixa (12,2 Hz). Adicionalmente, foram também identificados os 
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contributos do modo associado ao sistema passageiro-assento, com frequência igual 
a 4,3 Hz, para além de um conjunto de picos associados à excitação; 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
a) b) c) 
Figura 7.40 – Auto-espetros das acelerações do veículo 6 do comboio Alfa Pendular, na passagem sobre 
a ponte de São Lourenço, às velocidades de 120, 180, 240, 300, 360 e 420 km/h: a) caixa (C1.6); b) 
caixa (C2.6); c) assento (P2.6) 
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ii) Para a velocidade de 120 km/h é curioso constatar-se o importante contributo do 
modo de flexão da caixa, em particular na posição C2.6, localizada próxima do meio 
vão da caixa e onde ocorrem as maiores amplitudes deste modo de vibração. Na 
posição C1.6, localizada próximo da ligação da caixa ao bogie e onde a amplitude 
deste modo de vibração é praticamente nula, o pico correspondente no auto-espetro 
tem uma amplitude reduzida. No caso do passageiro, é visível o efeito da atenuação 
da resposta dinâmica para frequências de vibração situadas acima de 6,1 Hz 
(≈ ×2 4,3 Hz). Por outro lado, os contributos das frequências inferiores a 6,1 Hz 
surgem ligeiramente amplificados. Os efeitos de atenuação e amplificação são 
também visíveis para as restantes velocidades, conforme se pode constatar pela 
comparação entre os vários auto-espetros referentes às posições C2.6 e P2.6; 
iii) Para as velocidades de 180 km/h, 240 km/h e 300 km/h os modos de vibração de 
corpo rígido do veículo são os que apresentam as maiores amplitudes. Curioso 
constatar que o modo de translação da caixa, com a menor frequência (1,24 Hz), é 
preponderante para as velocidades de 180 km/h e 240 km/h, e o modo de rotação 
longitudinal da caixa, com a maior frequência (1,70 Hz), mostrou ser mais relevante 
para a velocidade de 300 km/h. Este facto pode ser justificado pela frequência da 
excitação resultante das irregularidades da via de maior amplitude, com 
comprimento de onda igual a 50 m, igualar as frequências dos modos de corpo 
rígido do veículo. Para velocidades entre 180 km/h e 240 km/h a frequência da 
excitação está compreendida entre 1,0 Hz e 1,33 Hz, levando a maiores 
amplificações do modo de translação da caixa. Para a velocidade de 300 km/h a 
frequência da excitação é igual a 1,66 Hz, sendo por isso expetável um maior 
contributo do modo de rotação longitudinal da caixa;       
iv) Para as velocidades de 300 km/h, 360 km/h e 420 km/h os picos associados aos 
modos de corpo rígido do veículo perdem preponderância face aos picos referentes 
aos modos locais da base da caixa e aos modos globais de flexão e torção, que 
participam sobretudo na resposta a meio vão (C2.6). O aumento da velocidade de 
circulação faz com que as frequências da ação devidas às irregularidades da via 
sejam superiores e passem a mobilizar modos de vibração do veículo com 
frequências mais elevadas. Na velocidade de 420 km/h, velocidade próxima da 
ressonância da estrutura, há a salientar a preponderância do modo de flexão na 
resposta a meio da caixa. O efeito de filtragem proporcionado pelo assento é mais 
notório para esta velocidade uma vez que a resposta dinâmica da base do assento 
apresenta um conteúdo em frequências mais elevadas.  
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7.4. VALIDAÇÃO EXPERIMENTAL DO MODELO NUMÉRICO 
7.4.1. Introdução 
A validação experimental do modelo numérico consistiu na comparação das respostas 
dinâmicas obtidas a partir do modelo numérico com interação, que contempla os modelos 
calibrados da ponte e do comboio, e as respostas obtidas por via experimental.  
A resposta é comparada em termos dos deslocamentos do tabuleiro, nos apoios e na secção 
entre 1/3 e 1/4 do vão, das acelerações do tabuleiro, na secção entre 1/3 e 1/4 do vão, e das 
deformações dos arcos, pendurais, carril e tabuleiro. A numeração dos pontos de controlo da 
ponte segue as indicações da Figura 7.1. Adicionalmente é também realizada a comparação das 
acelerações obtidas no interior do veículo BAS do comboio Alfa Pendular com as medidas 
experimentalmente. 
As respostas numéricas foram obtidas com base numa análise dinâmica com interação 
ponte-comboio, incluindo as irregularidades da via, realizada no programa TBI. Foi 
considerado o contributo de 85 modos de vibração para a resposta da ponte, com frequências 
compreendidas entre 2,34 Hz e 30 Hz. O incremento de tempo da análise foi tomado igual a 
0,001 s e o tempo em vibração livre foi considerado igual a 3 s. Para os modos de vibração 
identificados experimentalmente, os coeficientes de amortecimento adotados foram iguais aos 
valores médios dos coeficientes obtidos por via experimental. Para os restantes modos foram 
considerados coeficientes de amortecimento iguais a 0,5 %. 
As respostas experimentais foram filtradas por aplicação de um filtro passa-baixo de 
Chebyshev tipo II com uma frequência de corte igual a 30 Hz. 
7.4.2. Resposta dinâmica da ponte 
7.4.2.1. Deslocamentos 
Na Figura 7.41 apresenta-se uma comparação dos registos temporais, e dos respetivos auto-
espetros, do deslocamento vertical do ponto D3 da viga principal do tabuleiro, obtidos por via 
experimental e numérica, antes e após a calibração, para a passagem do comboio Alfa Pendular 
à velocidade de 181 km/h. 
A análise das figuras permite constatar uma muito boa concordância entre os registos 
experimental e numérico obtido com o modelo numérico calibrado. Esta concordância é visível 
para as zonas do registo referentes ao movimento em vibração forçada e em vibração livre. O 
modelo numérico inicial conduziu a maiores deslocamentos comparativamente ao modelo 
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numérico calibrado, em virtude do processo de calibração do modelo da ponte ter levado a um 
aumento de rigidez da estrutura, sobretudo à custa do aumento do módulo de deformabilidade 
do betão e da rigidez vertical dos apoios. 
 
 
a) 
 
 
b) 
Figura 7.41 – Comparação dos registos do deslocamento vertical do ponto D3 da viga principal, e 
respetivos auto-espetros, para a passagem do comboio Alfa Pendular à velocidade de 181 km/h, obtidos 
por via experimental e numérica: a) antes da calibração; b) após a calibração 
A comparação dos registos temporais, e dos respetivos auto-espetros, do deslocamento vertical 
dos pontos D4 e D5 do tabuleiro, obtidos por via experimental e numérica após a calibração, 
para a passagem do comboio Alfa Pendular à velocidade de 181 km/h, é apresentada na Figura 
7.42. 
A observação da figura permite concluir que existe uma muito boa concordância entre os 
registos experimentais e numéricos após a calibração, nomeadamente para o deslocamento do 
ponto D4 da laje do tabuleiro. Da observação dos registos temporais do ponto D5 e dos 
respetivos auto-espetros, é possível identificar algumas diferenças entre os resultados 
experimentais e numéricos, em particular no que se refere à participação do modo de vibração 
3G, que no registo experimental tem uma maior amplitude comparativamente ao registo 
numérico. O valor máximo do deslocamento do ponto D5, da secção de 1/2 vão do tabuleiro, 
que ronda os 1,6 mm, é inferior ao valor máximo do deslocamento do ponto D4, da secção 
entre 1/3 e 1/4 do vão do tabuleiro, que é próximo dos 2,5 mm e 2,8 mm, na viga principal e 
laje do tabuleiro, respetivamente. 
Análise dinâmica da ponte ferroviária de São Lourenço sob ação de tráfego 
7.51 
 
 
a) 
 
 
b) 
Figura 7.42 – Comparação dos registos de deslocamentos, e respetivos auto-espetros, para a passagem 
do comboio Alfa Pendular à velocidade de 181 km/h, obtidos por via experimental e numérica após a 
calibração, dos pontos: a) D4; b) D5 
Na Figura 7.43 apresenta-se uma comparação dos registos temporais, e dos respetivos auto-
espetros, do deslocamento vertical do ponto D1 do tabuleiro, junto ao apoio, obtido por via 
experimental e numérica, antes e após a calibração, para a passagem do comboio Alfa Pendular 
à velocidade de 181 km/h. 
O registo de deslocamentos obtido com base no modelo numérico calibrado exibe uma melhor 
concordância com o registo experimental. O modelo numérico inicial conduz a maiores 
deslocamentos do apoio em relação ao modelo calibrado em virtude do processo de calibração 
do modelo da ponte ter imposto um aumento significativo da rigidez vertical dos apoios. 
Relativamente ao conteúdo em frequência, constata-se que o processo de calibração foi 
particularmente eficiente, nomeadamente na redução das amplitudes dos picos da resposta 
associados à ação (1,98 Hz) e ao modo de vibração 3G (5,91 Hz), aproximando-os das 
amplitudes dos picos experimentais. O pico associado ao modo de vibração 12G, com uma 
frequência superior a 20 Hz, e cuja configuração envolve a flexão do tabuleiro com 
movimentos dos apoios, sofreu uma translação e situa-se agora mais próximo do pico 
identificado experimentalmente. O contributo do modo de vibração 9G (13,48 Hz), um modo 
de torção do tabuleiro que surge na resposta experimental, não foi identificado na resposta em 
frequência de nenhum dos modelos numéricos. 
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b) 
Figura 7.43 – Comparação dos registos do deslocamento vertical do ponto D1 do tabuleiro junto ao 
apoio, e respetivos auto-espetros, para a passagem do comboio Alfa Pendular à velocidade de 181 km/h, 
obtidos por via experimental e numérica: a) antes da calibração; b) após a calibração 
7.4.2.2. Acelerações 
No caso das acelerações, a comparação das respostas numéricas e experimentais envolveu três 
fases distintas, em correspondência com a aplicação de três diferentes metodologias para a 
resolução do problema numérico: i) metodologia de cargas móveis; ii) metodologia com 
interação ponte-comboio sem inclusão das irregularidades; iii) metodologia com interação 
ponte-comboio incluindo as irregularidades. Esta abordagem permitiu uma melhor 
compreensão do ajuste dos resultados numéricos aos resultados experimentais. 
Na Figura 7.44 apresenta-se uma comparação dos registos temporais, e dos respetivos auto-
espetros, da aceleração vertical do ponto A0 do tabuleiro, obtido por via experimental e 
numérica após a calibração, para a passagem do comboio Alfa Pendular à velocidade de 
150 km/h. Os resultados numéricos foram obtidos com base numa metodologia de cargas 
móveis e numa metodologia com interação ponte-comboio sem inclusão das irregularidades. 
Os registos numéricos obtidos por aplicação de uma metodologia de cargas móveis e de uma 
metodologia com interação ponte-comboio são muito semelhantes e semelhantes ao registo 
experimental. No entanto, uma análise mais detalhada à resposta no domínio da frequência 
permite constatar que os contributos das frequências acima de 9 Hz, que aparecem no auto-
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espetro do registo experimental, não surgem em nenhum dos registos numéricos. Os auto-
espetros permitem ainda constatar que as diferenças entre as duas metodologias estão 
relacionadas com a participação na resposta do modo de vibração 3G (5,91 Hz), praticamente 
inexistente no auto-espetro obtido com uma metodologia de cargas móveis, e com a amplitude 
dos picos da ação (1,63 Hz) e do modo de vibração 2G (4,38 Hz). Em ambos os auto-espetros a 
amplitude do pico associado ao modo de vibração 2G é significativamente superior à amplitude 
do pico da ação, o que não vai ao encontro do observado no registo experimental. De referir 
também que a amplitude do pico da ação no registo obtido com uma metodologia com 
interação ponte-comboio é ligeiramente superior à amplitude do pico obtido com base numa 
metodologia de cargas móveis, ficando mais próximo da amplitude do pico experimental. 
 
 
a) 
 
 
b) 
Figura 7.44 – Comparação dos registos da aceleração vertical do ponto A0 do tabuleiro, e respetivos 
auto-espetros, obtidos por via experimental e numérica após a calibração, para a passagem do comboio 
Alfa Pendular à velocidade de 150 km/h, com base numa metodologia de: a) cargas móveis; b) com 
interação ponte-comboio sem inclusão das irregularidades 
De forma a evidenciar o efeito das irregularidades, ilustram-se, na Figura 7.45, os registos 
temporais, e respetivos auto-espetros, da aceleração vertical do ponto A0 do tabuleiro, obtido 
por via experimental e numérica, antes e após a calibração, para a passagem do comboio Alfa 
Pendular à velocidade de 150 km/h. 
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Figura 7.45 – Comparação dos registos da aceleração vertical do ponto A0 do tabuleiro, e respetivos 
auto-espetros, para a passagem do comboio Alfa Pendular à velocidade de 150 km/h, obtidos por via 
experimental e numérica: a) antes da calibração; b) após a calibração 
A inclusão das irregularidades da via no modelo numérico com interação ponte-comboio foi 
determinante no aumento da correlação entre os registos numérico e experimental. Da análise 
dos auto-espetros após a calibração é possível constatar: 
i) a existência de picos em frequências situadas entre 9 Hz e 25 Hz e com amplitudes 
próximas das amplitudes dos picos experimentais. Estes picos estão possivelmente 
associados a frequências da ação resultantes das irregularidades da via, ou mesmo 
frequências do veículo, nomeadamente dos bogies, que agora tendem a participar na 
resposta devido à excitação induzida pelas irregularidades;  
ii) as amplitudes dos picos da ação, numérico e experimental, com uma frequência 
igual a 1,63 Hz, têm valores mais próximos, devido ao aumento significativo da 
amplitude do pico numérico. 
O registo numérico após a calibração evidencia uma muito boa concordância com o registo 
experimental e demonstra estar mais correlacionado com o registo experimental em 
comparação com o registo numérico antes da calibração, como aliás é bem visível na        
Figura 7.45.  
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7.4.2.3. Deformações 
Na Figura 7.46 apresenta-se uma comparação dos registos temporais, e dos respetivos auto-
espetros, da deformação do arranque do arco (E1), dos pendurais P3 (E3) e P5 (E5), do 
tabuleiro (E6) e do carril (E7), obtida por via experimental e numérica após a calibração, para a 
passagem do comboio Alfa Pendular à velocidade de 181 km/h. 
Os registos de deformações experimentais e numéricos apresentam em geral uma boa 
concordância, em particular para as deformações no tabuleiro e carril. Estes registos são 
dominados pelo contributo da frequência associada à passagem dos grupos de eixos do 
comboio com afastamento igual a 25,4 m, igual a 1,98 Hz.  
Em relação às deformações no arranque do arco e nos pendurais, verifica-se uma boa 
concordância entre os registos, no entanto, são visíveis diferenças sobretudo nos contributos 
das frequências mais elevadas, nomeadamente para o modo de vibração 3G, como aliás se pode 
constatar pela diferença nas amplitudes dos auto-espetros experimental e numérico para o pico 
deste modo. Este modo de vibração parece ter uma participação crescente à medida que o 
comboio atravessa a ponte, efeito que é sobretudo visível nos registos experimentais do 
arranque do arco e do pendural P5, e que não está presente nos registos numéricos. Este 
fenómeno poderá estar associado à variação das frequências com a alteração do estado de 
tensão da estrutura durante a passagem de tráfego. Também para o contributo do modo de 
vibração 9G, um modo global que envolve a flexão transversal do arco, não vem 
adequadamente reproduzido na resposta numérica. 
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d) 
  
e) 
Figura 7.46 – Comparação dos registos de deformação, e respetivos auto-espetros, para a passagem do 
comboio Alfa Pendular à velocidade de 181 km/h, obtidos por via experimental e numérica após a 
calibração, dos pontos: a) E1; b) E3; c) E5; d) E6; e) E7 
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7.4.3. Resposta dinâmica do comboio 
Na Figura 7.47 apresenta-se uma comparação dos registos temporais, e dos respetivos auto-
espetros, da aceleração vertical do ponto A da base do assento do veículo 1 do comboio Alfa 
Pendular (ver Figura 7.8), obtida por via experimental e numérica após a calibração, para a 
passagem sobre a ponte de São Lourenço à velocidade de 181 km/h. 
Os registos experimentais e numéricos apresentam uma boa concordância e têm valores 
máximos da aceleração da mesma ordem de grandeza (próximos de 0,6 m/s2). As diferenças 
detetadas entre os dois registos estão sobretudo relacionadas com o contributo do modo de 
vibração do sistema passageiro-assento, com uma frequência igual a 4,3 Hz. Este modo tem 
uma participação no registo numérico que não está presente no registo experimental. Podem 
apontar-se as seguintes razões para estas diferenças: 
i) o modelo numérico do veículo, em particular na interface entre a base da caixa e o 
assento, poderá não ter o refinamento suficiente para traduzir de forma adequada as 
características de rigidez e amortecimento da ligação; 
ii) as medições experimentais foram realizadas no interior do veículo BAS que pode ter 
características dinâmicas ligeiramente distintas do veículo BBN, que serviu de base 
à calibração do modelo numérico do comboio; 
iii) os assentos do veículo BAS, um veículo da classe conforto, são ligeiramente 
diferentes dos assentos do veículo BBN que é um veículo da classe turística, o que 
pode conduzir a diferenças nas suas características dinâmicas; 
 
 
Figura 7.47 – Comparação dos registos temporais, e respetivos auto-espetros, da aceleração vertical do 
ponto A da base do assento do veículo 1 do comboio Alfa Pendular, obtidos por via experimental e 
numérica após a calibração, para a passagem sobre a ponte de São Lourenço à velocidade de 181 km/h 
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7.5. SIMULAÇÃO DO COMPORTAMENTO DINÂMICO DO SISTEMA PONTE-
COMBOIO 
7.5.1. Introdução 
Neste ponto é apresentada a simulação do comportamento dinâmico da ponte de São Lourenço 
sob ação de tráfego. As análises dinâmicas foram baseadas no modelo calibrado da ponte para a 
passagem do comboio Alfa Pendular, de comboios reais de alta velocidade e dos comboios 
regulamentares HSLM, com base numa metodologia de cargas móveis. Para além destas 
análises foi ainda avaliada a resposta dinâmica do comboio Alfa Pendular com base no modelo 
numérico com interação ponte-comboio incluindo o efeito das irregularidades da via. Os 
resultados das análises dinâmicas serviram de base à verificação de aspetos relacionados com a 
segurança estrutural, a segurança da via e o conforto dos passageiros. 
7.5.2. Resposta dinâmica da ponte 
O estudo do comportamento dinâmico da ponte foi realizado através de uma metodologia de 
cargas móveis, com recurso ao método da sobreposição modal, tendo-se para o efeito 
considerado o contributo de 85 modos de vibração, que incluem as frequências de vibração até 
30 Hz, e um incremento de tempo igual a 0,001 s. Os coeficientes de amortecimento modais 
adotados foram os valores médios obtidos experimentalmente. Os cenários de simulação 
consideraram a passagem do comboio Alfa Pendular, dos comboios de alta velocidade ICE2, 
Eurostar, TGV, Talgo, Thalys, ETR e Virgin e ainda dos comboios (A1 a A10) do modelo de 
cargas HSLM-A (EN 1991-2, 2003), considerando uma gama de velocidades entre 120 km/h e 
420 km/h. Foram obtidas as respostas dinâmicas em termos de deslocamentos, acelerações e 
deformações em diversos pontos do tabuleiro e dos arcos. A numeração dos pontos de controlo 
da ponte e do comboio segue as indicações da Figura 7.23. 
Na Figura 7.48 apresentam-se, a título exemplificativo, os registos de deslocamentos e 
acelerações do ponto T4 da viga principal do tabuleiro, e de deformações do ponto A1, do 
arranque do arco, e no ponto A2 do pendural P3, para a passagem dos comboios Alfa Pendular, 
TGV e Virgin, em função do espaço percorrido pelo comboio. 
Foram analisadas duas velocidades distintas: uma velocidade de circulação corrente (150 km/h) 
e uma velocidade de ressonância. As curvas apresentadas a vermelho correspondem a 
velocidades para as quais ocorreu a ressonância da estrutura, enquanto as curvas representadas 
a azul correspondem a velocidades para as quais não se manifestou esse fenómeno. 
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Para as velocidades de ressonância verifica-se um crescimento da resposta devido à passagem 
dos grupos de eixos regularmente espaçados dos veículos. Este fenómeno é particularmente 
evidente para os comboios Alfa Pendular e Virgin. Para estes dois comboios a resposta 
dinâmica em ressonância é muito superior à resposta fora da ressonância. A título de exemplo, 
refira-se que numa situação de ressonância os valores de pico dos deslocamentos, iguais a 
17 mm e 25 mm para os comboios Alfa Pendular e Virgin respetivamente, são muito superiores 
aos valores dos deslocamentos registados fora da ressonância, próximos de 2 mm e 3 mm 
respetivamente. 
 
 
 
a) 
 
 
 
b) 
 
 
 
c) 
 
 
 
d) 
Figura 7.48 – Registos dinâmicos relativos à passagem dos comboios Alfa Pendular, TGV e Virgin, às 
velocidades de 150 km/h e de ressonância, em função do espaço percorrido pelo comboio: 
a) deslocamento do ponto T4; b) aceleração do ponto T4; c) deformação do ponto A1; d) deformação do 
ponto A2 
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A passagem do comboio TGV à velocidade de ressonância está associada a um fenómeno de 
cancelamento de ressonância, em virtude do espaçamento regular entre grupos de eixos, com 
18,7 m de afastamento, ser próximo do comprimento de deformabilidade1 associado ao modo 
de vibração 2G, ou seja, metade do vão da ponte (≈ 19,2 m). Atendendo a que o modo 2G 
apresenta uma configuração anti-simétrica, as forças aplicadas na primeira metade do vão são 
contrabalançadas pelas cargas aplicadas na segunda metade do vão, não se registando por isso 
uma amplificação significativa da resposta no decorrer da passagem do comboio sobre a ponte. 
Este fenómeno foi também verificado para outros comboios do tipo articulado (Eurostar e 
Thalys) com afastamentos regulares entre grupos de eixos iguais a 18,7 m. 
De modo a ilustrar melhor o fenómeno de cancelamento de ressonância, apresentam-se, na 
Figura 7.49, os registos das forças modais associadas ao modo de vibração 2G, em função do 
espaço percorrido pelos comboios TGV (Figura 7.49 a)) e Virgin (Figura 7.49 b)) à velocidade 
de ressonância. É ainda apresentado o posicionamento dos eixos do comboio em conjunto com 
a configuração deformada do modo para duas posições distintas (A e B). A força modal 
associada às diferentes posições dos eixos do comboio foi calculada por aplicação da 
Expressão (3.8). 
O comboio TGV apresenta uma pequena variação das forças modais para a maioria das 
posições dos eixos do comboio. As exceções, visíveis na figura, dizem respeito à entrada e 
saída do primeiro e último veículos, respetivamente, para além dos veículos intermédios que 
apresentam um espaçamento entre grupos de eixos diferente dos restantes veículos. Na posição 
A, a disposição dos eixos do comboio provocou num desequilíbrio das cargas aplicadas a cada 
metade da ponte o que se traduziu num valor máximo da força modal. Na posição B, os grupos 
de eixos estão dispostos de modo praticamente simétrico em relação ao ponto de ordenada 
modal nula, resultando uma força modal próxima de zero, que é responsável pelo cancelamento 
da ressonância. 
O comboio Virgin apresenta uma variação significativa das forças modais com valores situados 
no intervalo -600 kN a 600 kN. Na posição B, os grupos de eixos formados por 4 eixos 
individuais afastados de 23,9 m, não estão dispostos de forma simétrica em relação ao ponto de 
ordenada modal nula, não originando um cancelamento da ressonância. Na posição A ilustra-se 
a entrada na ponte do bogie dianteiro do primeiro veículo do comboio à qual está associado o 
valor máximo da força modal. 
                                                 
1
 O comprimento de deformabilidade refere-se à distância entre pontos com ordenadas modais nulas. 
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a) b) 
Figura 7.49 – Evolução das forças modais, em função do espaço percorrido, e posicionamento dos eixos 
do veículo com a configuração deformada do modo 2G nas posições A e B, para os comboios: a) TGV à 
velocidade de 305 km/h; b) Virgin à velocidade de 375 km/h 
Na Figura 7.50 e Figura 7.51 apresentam-se os valores máximos do deslocamento e da 
aceleração registados no ponto T0, da extremidade da consola do tabuleiro, e dos pontos T4 e 
A A 
B B 
Capítulo 7 
7.62 
T6, da viga principal do tabuleiro, para os comboios reais de alta velocidade e para os 
comboios A1 a A10 do HSLM-A, em função da velocidade. 
 
 
a) 
 
 
b) 
 
 
c) 
Figura 7.50 – Valores máximos do deslocamento na viga principal para a passagem dos comboios reais 
de alta velocidade e dos comboios A1 a A10 do HSLM, em função da velocidade: a) consola (T0); b) 
entre 1/3 e 1/4 do vão (T4); c) 1/2 vão (T6) 
Os resultados mostram que os valores máximos dos deslocamentos, para os diversos comboios 
de alta velocidade, ocorrem no ponto T4 do tabuleiro e para as velocidades de ressonância do 
modo de vibração 2G. Refira-se, aliás, que este é o modo que tem uma participação mais 
relevante nas respostas, em particular nos pontos T0 e T4.  
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No ponto T6, da secção de 1/2 vão do tabuleiro, não existe qualquer contributo do modo de 
vibração 2G para as respostas em deslocamentos uma vez que a sua ordenada modal é nula 
nesse ponto. Verifica-se ainda, para a maioria dos comboios de alta velocidade, uma variação 
pouco significativa dos deslocamentos com a velocidade. 
 
 
a) 
 
 
b) 
 
 
c) 
Figura 7.51 – Valores máximos da aceleração na viga principal para a passagem dos comboios reais de 
alta velocidade e dos comboios A1 a A10 do HSLM, em função da velocidade: a) consola (T0); b) entre 
1/3 e 1/4 do vão (T4); c) 1/2 vão (T6) 
A título exemplificativo, refira-se que no ponto T4 do tabuleiro os valores máximos do 
deslocamento foram atingidos para comboios do tipo convencional (Virgin, ETR e ICE2) com 
valores próximos dos 25 mm e em correspondência com a ressonância do modo de vibração 
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2G. Estes comboios apresentam afastamentos regulares entre grupos de eixos próximos de 
25 m, não ocorrendo, por isso, o fenómeno de cancelamento da ressonância. Para os comboios 
articulados (TGV, Eurostar e Thalys) e para o comboio regular Talgo os valores máximos do 
deslocamento não ultrapassam os 9 mm devido ao fenómeno de cancelamento da ressonância. 
O mesmo sucede com os comboios A1 e A2 do HSLM-A, com afastamentos entre grupos de 
eixos iguais a 18 m e 19 m respetivamente. 
Importa ainda realçar que os valores máximos dos deslocamentos obtidos para os comboios do 
HSLM-A são superiores aos valores máximos obtidos com base nos comboios reais. 
No que concerne à resposta em acelerações constata-se, mais uma vez, o importante contributo 
do modo de vibração 2G para a resposta, nomeadamente no ponto T4, da secção entre 1/3 e 1/4 
do vão do tabuleiro, e no ponto T0, da consola do tabuleiro. As acelerações máximas foram 
registadas no ponto T4 com valores na ordem dos 18 m/s2, para o comboio Virgin, e cerca de 
28 m/s2 para os comboios A9 e A10 do HSLM-A. No ponto T6, da secção de 1/2 vão do 
tabuleiro, foram registados, mais uma vez, os valores mais baixos das acelerações. O limite 
regulamentar da aceleração de 3,5 m/s2 (EN 1991-2, 2003) é cumprido para todos os comboios 
reais até velocidades de 275 km/h, e excluindo o comboio Virgin essa velocidade passa a ser 
igual a 295 km/h. 
Na Figura 7.52 apresentam-se os valores máximos da deformação do ponto A1, da secção de 
arranque do arco, e dos pontos A2 e A3, dos pendurais P3 e P5 respetivamente, para os 
comboios reais de alta velocidade e os comboios A1 a A10 do HSLM-A. 
Os resultados mostram que as deformações dos elementos dos arcos são pouco influenciadas 
pelo modo de vibração 2G em comparação com o verificado para os deslocamentos e para as 
acelerações do tabuleiro. Para os comboios reais, os valores máximos da deformação 
apresentam uma variação pouco pronunciada com a velocidade sendo difícil identificar picos 
de ressonância, com exceção dos picos visíveis no pendural P3 para velocidades superiores a 
350 km/h. O pendural P3 demonstrou ser o elemento mais vulnerável aos efeitos dinâmicos 
enquanto o pendural P5 mostrou, uma vez mais, que é pouco vulnerável aos efeitos dinâmicos 
em virtude da sua localização a 1/2 vão da ponte. 
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c) 
Figura 7.52 – Valores máximos da deformação nos elementos do arco de extradorso para a passagem 
dos comboios reais de alta velocidade e dos comboios A1 a A10 do HSLM, em função da velocidade: 
a) arranque do arco (A1); b) pendural P3 (A2); c) pendural P5 (A3) 
Na Figura 7.53 apresentam-se os valores dos fatores de amplificação dinâmica (FAD) dos 
deslocamentos, em função da velocidade, para a passagem dos comboios Alfa Pendular, TGV e 
Virgin. Foram analisados os FAD em dois alinhamentos: o alinhamento longitudinal (T0 a T6) 
situado na viga principal de extradorso do tabuleiro, e o alinhamento transversal (T4-T7-T8) 
localizado na secção entre 1/3 e 1/4 do vão do tabuleiro. 
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a) b) 
Figura 7.53 – Fatores de amplificação dinâmica dos deslocamentos do tabuleiro, em função da 
velocidade, para a passagem dos comboios Alfa Pendular, TGV e Virgin: a) alinhamento longitudinal 
(T0 a T6); b) alinhamento transversal (T4-T7-T8) 
Regra geral, para os comboios analisados, os valores do FAD são inferiores a 2,0 até 
velocidades próximas de 300 km/h, aumentando de forma significativa para as velocidades de 
ressonância e para as velocidades vizinhas da ressonância. 
Os valores do FAD mais elevados, situados entre 11 e 15, foram registados para os comboios 
Alfa Pendular e Virgin, na extremidade da consola do tabuleiro e para situações de ressonância. 
Como seria de esperar, o valor do FAD na secção de meio vão é praticamente constante na 
gama de velocidades analisada, enquanto os valores do FAD nas secções intermédias (T2, T3 e 
T4) são próximos entre si e inferiores ao FAD registado na secção da consola. 
No alinhamento transversal constata-se que os FAD nos três pontos de controlo, e para os 
diferentes comboios, são praticamente coincidentes. As exceções dizem respeito às velocidades 
de ressonância e às velocidades próximas da ressonância para as quais o FAD do ponto 
TGV 
Virgin 
Alfa Pendular Alfa Pendular 
TGV 
Virgin 
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pertencente à viga de extradorso tende a ser superior ao FAD dos pontos da laje do tabuleiro e 
da viga de intradorso. 
7.5.3. Resposta dinâmica do comboio 
A simulação do comportamento dinâmico do comboio Alfa Pendular foi realizada com base 
num modelo numérico com interação ponte-comboio incluindo o efeito das irregularidades da 
via. A resolução do problema dinâmico envolveu o recurso ao método da sobreposição modal, 
para a ponte, e ao método de Newmark, para o comboio. O incremento de tempo da análise foi 
tomado igual a 0,001 s. Na ponte foi considerado o contributo de 85 modos de vibração e os 
coeficientes de amortecimento modais adotados foram os valores médios obtidos 
experimentalmente. A extensão da via percorrida pelo comboio antes da passagem sobre a 
ponte é igual a 100 m.  
As respostas dinâmicas do comboio foram avaliadas na gama de velocidades entre 120 km/h e 
420 km/h e compreendem as respostas no passageiro, na base do assento e nos bogies. Será 
dado especial enfâse à comparação da resposta dinâmica na base do assento e no passageiro, à 
avaliação das forças de contacto roda-carril e ao estudo da influência da localização do veículo 
e do ponto de controlo tomado como referência na avaliação da resposta dinâmica. 
7.5.3.1. Acelerações na base do assento e no passageiro 
Na Figura 7.54 apresenta-se uma comparação dos registos das acelerações na base do assento 
(C2.1) e no passageiro (P2.1) do veículo 1 do comboio Alfa Pendular para as velocidades de 
150 km/h e 405 km/h, respetivamente, em função do espaço percorrido. Adicionalmente são 
também apresentados os auto-espetros para cada um dos cenários analisados. 
Para a velocidade de 150 km/h (Figura 7.54 a)) os registos das acelerações na base do assento e 
no passageiro são muito semelhantes, notando-se, contudo, que o registo na caixa tem 
contributos de frequências mais elevadas, nomeadamente no intervalo entre 12 Hz e 18 Hz, 
associadas aos modos estruturais da caixa. Estes modos de vibração não surgem no registo do 
passageiro em virtude do efeito de isolamento proporcionado pelo assento. A análise do auto-
espetro permite ainda constatar o importante contributo para ambas as respostas, dos modos de 
corpo rígido da caixa, com frequências no intervalo entre 1,0 Hz e 1,7 Hz, para além do modo 
de vibração do sistema passageiro-assento, com uma frequência igual a 4,3 Hz, e com uma 
participação na resposta do passageiro superior à registada na base do assento. 
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a) b) 
Figura 7.54 – Registos de acelerações, e respetivos auto-espetros, na base do assento (C2.1) e no 
passageiro (P2.1) do veículo 1 do comboio Alfa Pendular para velocidades de circulação iguais a: 
a) 150 km/h; b) 405 km/h 
Relativamente à velocidade de ressonância (Figura 7.54 b)), os registos das acelerações na base 
do assento e no passageiro apresentam diferenças consideráveis. Note-se, por exemplo, que o 
valor máximo da aceleração registado na base do assento (≈ 2 m/s2) é bastante superior ao valor 
máximo registado no passageiro (≈ 1 m/s2). Em termos do conteúdo em frequência constata-se 
uma prevalência, no registo de acelerações na base do assento, do modo de vibração associado 
à flexão da caixa com uma frequência igual a 12,2 Hz. Este modo de vibração tem uma 
participação reduzida na resposta do passageiro em virtude, mais uma vez, do efeito de 
isolamento proporcionado pelo assento. 
Na Figura 7.55 apresenta-se uma comparação dos valores máximos da aceleração registada na 
base do assento (C2.1) e no passageiro (P2.1) do veículo 1 do comboio Alfa Pendular, na 
passagem sobre a ponte de São Lourenço, em função da velocidade. 
Ponte 
Ponte 
C2.1 
P2.1 
C2.1 
P2.1 
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Figura 7.55 – Valores máximos da aceleração nas posições C2.1 e P2.1 do veículo 1 do comboio Alfa 
Pendular, na passagem sobre a ponte de São Lourenço, em função da velocidade 
É possível constatar-se que os valores máximos das acelerações registadas na base do assento e 
no passageiro são praticamente coincidentes até velocidades próximas de 250 km/h. Acima 
desta velocidade as acelerações na base do assento são superiores às acelerações no passageiro. 
Para velocidades acima de 250 km/h as frequências associadas às irregularidades da via, em 
particular as irregularidades com comprimentos de onda mais curtos, entre 3 m e 10 m, 
aproximam-se das frequências dos modos de vibração estruturais da caixa, e por isso o efeito de 
isolamento do assento denota uma maior eficiência na redução da amplitude da resposta. 
7.5.3.2. Forças de contacto roda-carril 
Na Figura 7.56 apresentam-se os registos das forças de contacto numa roda pertencente ao eixo 
dianteiro do veículo 6 do comboio Alfa Pendular para as velocidades de circulação de 
150 km/h e 405 km/h. A força de contacto total é obtida a partir da soma das forças estática e 
dinâmica. A análise da resposta dinâmica incide no período da passagem do eixo sobre a ponte, 
que se encontra assinalado na figura, e uma extensão de aproximadamente 100 m antes e após o 
atravessamento da ponte. 
Para a velocidade de 150 km/h as forças de contacto apresentam valores mínimo e máximo de 
58 kN e 75 kN, respetivamente, o que significa uma variação de cerca de ± 15 % em relação ao 
valor estático da carga por roda, igual a 65,1 kN. Para a velocidade de ressonância, a parcela 
dinâmica das forças de contacto assume uma maior preponderância tendo-se registado, durante 
o atravessamento da ponte, valores mínimo e máximo próximos de 8 kN e 110 kN, 
respetivamente, o que significa uma variação igual a - 88 % e + 69 % em relação ao valor 
estático da carga da roda. Esta variação muito significativa das forças de contacto pode colocar 
em risco a estabilidade do contacto roda-carril no atravessamento da ponte atendendo aos 
limites indicados no Capítulo 2. 
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a) b) 
Figura 7.56 – Registos temporais, e respetivos auto-espetros, das forças de contacto numa roda do eixo 
livre do bogie dianteiro do veículo 6 para uma velocidade de circulação igual a: a) 150 km/h; 
b) 405 km/h 
Relativamente ao conteúdo em frequência, e para a velocidade de ressonância, há a assinalar o 
importante contributo do modo de flexão do eixo (Figura 6.45 b)), com uma frequência 
próxima de 42 Hz, e dos modos de flexão do bogie, envolvendo a flexão isolada ou conjunta 
das longarinas e travessas, com frequências compreendidas entre 50 Hz e 60 Hz. Na Figura 
7.57 são apresentados, a título de exemplo, dois modos de vibração do bogie envolvendo a 
flexão das longarinas e das travessas. Para facilitar a visualização a estrutura do bogie inclui 
apenas os eixos, as caixas de eixo, as suspensões primárias, as longarinas e travessas.  
 
 
f = 54,3 Hz f = 58,6 Hz 
Figura 7.57 – Modos de vibração estruturais do bogie 
Ponte Ponte 
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Para a velocidade de 150 km/h o conteúdo do espetro surge repartido por uma gama mais 
alargada de frequências, nomeadamente as frequências resultantes das irregularidades da via 
com comprimentos de onda iguais a 6 m (f = v/λ = 150/(3,6×6) = 6,94 Hz) e 12 m (f = v/λ = 
150/(3,6×12) = 3,47 Hz). Saliente-se que ambos os comprimentos de onda têm picos bem 
visíveis no auto-espetro das irregularidades representado na Figura 7.18. Adicionalmente, 
foram também identificadas frequências entre 20 Hz e 30 Hz relativas a modos de vibração do 
bogie. 
Na Figura 7.58 apresentam-se os valores extremos, máximos e mínimos, da força de contacto 
roda-carril numa roda pertencente ao eixo dianteiro do veículo 6 do comboio Alfa Pendular, na 
passagem sobre a ponte e em função da velocidade, resultantes de análises sem irregularidades 
(Figura 7.58 a)) e com irregularidades (Figura 7.58 b)). Adicionalmente são ainda indicados os 
valores da força estática e o limite correspondente a uma variação de - 60 % da força estática, 
representado a traço contínuo preto, proposto por Xia et al. (2006) para a avaliação da 
estabilidade do contacto roda-carril (ver secção 2.5.2). 
 
 
a) b) 
Figura 7.58 – Valores das forças de contacto medidas numa roda pertencente ao eixo livre do bogie 
dianteiro do veículo 6, na passagem sobre a ponte, em função da velocidade: a) sem irregularidades; 
b) com irregularidades 
Pode constatar-se que a inclusão das irregularidades da via no modelo teve um grande impacto 
nos valores extremos das forças de interação, principalmente para as velocidades mais 
elevadas. Importa também realçar que os valores extremos das forças de interação no cenário 
sem irregularidades ocorrem para a velocidade de ressonância do modo 2G (405 km/h) para a 
qual foi registada a aceleração máxima do tabuleiro, enquanto no cenário com irregularidades 
surgem a uma velocidade próxima de 340 km/h. Este resultado demonstra que no cenário com 
irregularidades as forças de interação são sobretudo condicionadas pelas irregularidades da via 
e em menor grau pelos movimentos da ponte. 
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Refira-se que para velocidades superiores a 300 km/h, onde ocorrem as maiores variações das 
forças de interação, a norma EN 13848-5 (2008) não define valores limite associados a nenhum 
dos três níveis de intervenção (segurança, intervenção e alerta), pelo que o perfil de 
irregularidades considerado poderá ter um nível de degradação excessivo.  
Relativamente aos valores das forças obtidos no cenário sem irregularidades, pode concluir-se 
que a estabilidade do contacto roda-carril foi assegurada para todas as velocidades analisadas 
considerando o limite proposto por Xia et al. (2006). 
Em relação aos valores das forças obtidos no cenário com irregularidades, pode concluir-se que 
até à velocidade de 290 km/h os valores mínimos da força de contacto têm variações inferiores 
a 60 % da força estática do eixo. Para velocidades superiores a 290 km/h as diferenças entre os 
valores mínimos da força de contacto e a força estática acentuam-se e atingem o seu máximo, 
cerca de 85 %, para a velocidade de 340 km/h.  
7.5.3.3. Evolução da convergência 
Tendo em vista a avaliação da eficiência da resolução do problema dinâmico no programa TBI, 
procurou-se relacionar o facto das forças de contacto roda-carril sofrerem variações 
significativas, principalmente para velocidades elevadas, com o número de iterações 
necessárias à convergência do problema. 
Na Figura 7.59 ilustra-se a evolução do número de iterações necessárias à convergência do 
problema dinâmico considerando as velocidades de circulação de 150 km/h e 405 km/h. Nesta 
análise considerou-se a tolerância de convergência (ε) igual a 10-8 e o número máximo de 
iterações (niter) igual a 100.  
 
 
a) b) 
Figura 7.59 – Evolução do número de iterações necessárias à convergência do problema dinâmico 
considerando uma velocidade de circulação igual a: a) 150 km/h; b) 405 km/h 
A figura mostra que, na maioria das situações e para ambas as velocidades, o número de 
iterações necessário à convergência do problema é igual a 6 ou 7, sendo que pontualmente 
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podem ser atingidas 8 ou mesmo 9 iterações. Este resultado mostra que neste caso não existe 
uma relação entre o número de iterações necessárias à convergência do problema dinâmico e a 
variação das forças de contacto roda-carril. 
7.5.3.4. Influência do veículo 
Neste ponto pretende-se avaliar a influência do veículo tomado para o controlo da resposta 
dinâmica. 
Na Figura 7.60 apresentam-se os registos de acelerações na base do assento (C2) e no 
passageiro (P2) dos veículos 1, 3, 5 e 6 para uma velocidade de circulação igual a 150 km/h e 
405 km/h, respetivamente. 
 
 
 
 
a) b) 
Figura 7.60 – Influência do veículo nos registos de acelerações na base do assento (C2) e no passageiro 
(P2) dos veículos 1, 2, 5 e 6 para uma velocidade de circulação igual a: a) 150 km/h; b) 405 km/h 
Para a velocidade de 150 km/h os registos das acelerações na base do assento e no passageiro 
dos diferentes veículos são praticamente coincidentes. Para a velocidade de 405 km/h, os 
registos das acelerações na base do assento e no passageiro variam consoante a localização do 
veículo, tendo-se constatado um aumento dos valores extremos das acelerações com o número 
de ordem do veículo (1, 3, 5 e 6). A título de exemplo, note-se que os registos das acelerações 
no veículo V6 apresentam valores extremos geralmente superiores aos valores registados no 
veículo V1. Saliente-se ainda que os valores máximos das acelerações da quase totalidade dos 
Ponte 
Ponte Ponte 
Ponte 
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veículos ocorrem num instante em que o bogie dianteiro do veículo se encontra fora da ponte e 
o bogie traseiro sobre a ponte. 
Na Figura 7.61 apresenta-se uma comparação dos valores máximos da aceleração registada na 
base do assento (C2), no passageiro (P2) e no bogie dianteiro (B3) dos veículos 1, 3, 5 e 6 do 
comboio Alfa Pendular, na passagem sobre a ponte de São Lourenço, em função da velocidade. 
Na Figura 7.61 a) representam-se ainda os limites de 1,0 m/s2, 1,3 m/s2 e 2,0 m/s2, em 
correspondência com os três níveis de conforto (muito bom, bom e aceitável) previstos na 
norma EN1990-Anexo A2 (2005). 
 
 
a) b) 
 
c) 
Figura 7.61 – Influência do veículo nos valores máximos da aceleração nos veículos 1, 3, 5 e 6, na 
passagem sobre a ponte de São Lourenço, em função da velocidade: a) base do assento (C2); 
b) passageiro (P2); c) bogie (B3) 
A figura mostra que os valores máximos da aceleração na base do assento, no passageiro e no 
bogie dos diferentes veículos são muito semelhantes até velocidades próximas de 340 km/h. A 
partir desta velocidade os valores máximos da aceleração nos últimos veículos do comboio (V5 
e V6) sofrem um aumento significativo e são superiores aos valores máximos registados nos 
veículos do início do comboio (V1 e V3). No intervalo de velocidades entre 120 km/h e 
340 km/h, os valores máximos da aceleração na base do assento não ultrapassam o limite de 1,0 
m/s2, correspondente ao nível de conforto muito bom. No intervalo de velocidades entre 
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340 km/h e 420 km/h, o veículo V1 apresenta um valor máximo da aceleração próximo de 1,25 
m/s2 que é compatível com um nível de conforto bom. No que se refere ao veículo V6, para 
velocidades superiores a 400 km/h, constata-se que o valor máximo da aceleração atingiu os 
2,25 m/s2, um valor que ultrapassa o limite estipulado para o nível de conforto aceitável. 
7.5.3.5. Influência do ponto de controlo 
Neste ponto é estudada a influência da localização do ponto da caixa tomado para controlo da 
resposta dinâmica. 
Na Figura 7.62 apresentam-se os registos de acelerações do veículo 1 do comboio Alfa 
Pendular para três posições distintas na base do assento (C1.1, C2.1 e C3.1) e nos passageiros 
(P1.1, P2.1 e P3.1), para as velocidades de circulação de 150 km/h e 405 km/h. As posições em 
análise estão localizadas sobre o mesmo alinhamento longitudinal da caixa, na zona intermédia 
e nas extremidades. 
 
 
 
 
a) b) 
Figura 7.62 – Influência do ponto de controlo nos registos de acelerações do veículo 1 do comboio Alfa 
Pendular para três posições distintas na base do assento (C1.1, C2.1 e C3.1) e nos passageiros (P1.1, 
P2.1 e P3.1) para as velocidades de circulação de: a) 150 km/h; b) 405 km/h 
No atravessamento da ponte e nas zonas de aproximação e saída da ponte, os registos das 
acelerações nas posições C1.1/C3.1 da base do assento, e nas posições P1.1/P3.1 do passageiro, 
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apresentam valores da mesma ordem de grandeza e sinal contrário, devido à disposição 
simétrica destes pares de pontos em relação à secção do meio da caixa (ver Figura 7.23).  
O aumento das amplitudes das respostas nas posições extremas, da base do assento e do 
passageiro, está relacionado com o contributo do modo de rotação longitudinal da caixa, com 
uma frequência igual a 1,7 Hz, que tem uma maior participação nos instantes da entrada e da 
saída do veículo da ponte comparativamente ao que sucede em plena via, como aliás se pode 
constatar pelos registos de acelerações. As acelerações nas posições extremas são superiores às 
acelerações registadas a meio da caixa (C2.1/P2.1), particularmente para os registos nos 
passageiros. 
Na Figura 7.63 apresentam-se os valores máximos da aceleração no veículo 1, na passagem 
sobre a ponte de São Lourenço, em função da velocidade, nos diferentes pontos de controlo da 
base do assento (C1, C2 e C3) e dos passageiros (P1, P2 e P3). 
Os resultados confirmam que os valores máximos da aceleração nas posições C1.1/P1.1 e 
C3.1/P3.1 são semelhantes entre si e superiores aos valores máximos da aceleração na posição 
C2.1/P2.1. 
 
 
a) b) 
Figura 7.63 – Influência do ponto de controlo nos valores máximos da aceleração no veículo 1 do 
comboio Alfa Pendular, na passagem sobre a ponte de São Lourenço, em função da velocidade, nas 
posições: a) C1.1, C2.1 e C3.1; b) P1.1, P2.1 e P3.1 
Na Figura 7.64 apresentam-se os registos das acelerações do veículo 1 do comboio Alfa 
Pendular em duas posições distintas da base do assento (C2.1 e C4.1) e dos passageiros (P2.1 e 
P4.1) para as velocidades de circulação de 150 km/h e 405 km/h. As posições em análise estão 
localizadas sobre o alinhamento transversal localizado a meio da caixa, uma em cada 
extremidade. 
Os registos das acelerações nas posições C2.1/P2.1 e C4.1/P4.1 da base do assento e do 
passageiro, respetivamente, são praticamente coincidentes nas velocidades analisadas 
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demonstrando que a resposta dinâmica parece ser pouco sensível à posição transversal do ponto 
de controlo. 
 
 
 
 
a) b) 
Figura 7.64 – Influência do ponto de controlo nos registos de acelerações do veículo 1 do comboio Alfa 
Pendular em 2 posições distintas na base do assento (C2.1 e C4.1) e nos passageiros (P2.1 e P4.1) para 
as velocidades de circulação de: a) 150 km/h; b) 405 km/h 
Na Figura 7.65 apresentam-se os valores máximos da aceleração no veículo 1 do comboio Alfa 
Pendular, na passagem sobre a ponte de São Lourenço, em função da velocidade, nas posições 
da base do assento C2, C4, e nos passageiros P2 e P4. 
 
 
a) b) 
Figura 7.65 – Influência do ponto de controlo nos valores máximos da aceleração no veículo 1 do 
comboio Alfa Pendular, na passagem sobre a ponte de São Lourenço, em função da velocidade, nas 
posições: a) C2.1 e C4.1; b) P2.1 e P4.1 
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Os resultados demonstram, mais uma vez, que os valores máximos da aceleração nas posições 
C2.1/P2.1 e C4.1/P4.1 são muito próximos, no entanto, os valores na posição C2.1/P2.1 são 
ligeiramente superiores aos valores na posição C4.1/P4.1. 
7.6. CONCLUSÕES 
O presente capítulo incidiu na análise dos efeitos dinâmicos induzidos por tráfego ferroviário 
na ponte de São Lourenço. 
Para o efeito foi realizada uma campanha experimental que envolveu um ensaio sob ação de 
tráfego ferroviário e uma campanha de medição das irregularidades da via. 
O ensaio sob ação de tráfego permitiu avaliar a resposta dinâmica em termos de deslocamentos, 
acelerações e deformações em diversos pontos do tabuleiro, dos arcos e da via para a passagem 
do comboio Alfa Pendular à velocidade de 181 km/h. Os resultados obtidos revelaram algumas 
particularidades do funcionamento estrutural da ponte, destacando-se: i) a ocorrência de 
deslocamentos ascendentes da viga principal do tabuleiro, facto que é característico das 
estruturas com funcionamento estrutural em arco; ii) o deslocamento máximo medido no apoio 
de intradorso é ligeiramente superior ao medido no apoio de extradorso devido ao tabuleiro não 
ser simétrico em relação ao eixo da via; iii) as deformações medidas em pontos do arco com a 
mesma localização, mas pertencentes a arcos diferentes, são muito semelhantes; iv) as tensões 
no carril e no tabuleiro alternaram entre tensões de tração e compressão, demonstrando a 
existência de efeito compósito entre o tabuleiro e a via; v) o valor máximo da aceleração na 
secção entre 1/3 e 1/4 do vão do tabuleiro é superior ao valor máximo registado na secção de 
1/2 vão. 
Os deslocamentos do tabuleiro e dos apoios foram claramente dominadas pelo efeito quasi-
estático da ação, com uma frequência igual a 1,98 Hz, sendo que nos apoios foram ainda 
identificadas contribuições de modos de flexão do tabuleiro com movimentos dos apoios. No 
que se refere às deformações medidas no arranque do arco e nos pendurais, os registos 
mostraram que os efeitos dinâmicos assumem uma importância significativa em relação ao 
efeito quasi-estático da ação, tendo sido identificados contributos de modos de vibração globais 
e locais. Os valores das frequências de alguns modos globais, em particular os mais sensíveis 
ao efeito compósito tabuleiro-via, apresentaram variações possivelmente devido à não 
linearidade do comportamento do balastro com a amplitude de vibração. A mesma variação foi 
também detetada nas frequências dos modos locais dos elementos dos arcos resultante da 
alteração do estado de tensão devido à passagem do tráfego. 
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A comparação dos registos de acelerações na secção entre 1/3 e 1/4 do vão referentes a duas 
velocidades distintas, neste caso 150 km/h e 181 km/h, permitiu concluir que a resposta 
dinâmica da ponte é muito influenciada pela velocidade de circulação do comboio. O facto de 
uma das frequências associada à passagem dos grupos de eixos do comboio ser muito próxima 
da frequência do modo de flexão anti-simétrico do tabuleiro, no caso da velocidade de 
150 km/h, ou da frequência do modo de flexão simétrico, no caso da velocidade de 181 km/h, 
originou diferenças significativas no comportamento dinâmico da estrutura. 
A campanha de irregularidades da via foi realizada por intermédio do veículo de inspeção de 
via EM 120 da REFER complementado com um nivelamento geométrico de precisão. Os perfis 
de irregularidades medidos em diferentes campanhas, desfasadas de um período temporal 
superior a um ano, são praticamente coincidentes demonstrando a tendência da manutenção da 
geometria da via com o tempo. Os resultados mostraram ainda que as maiores amplitudes 
foram registadas para comprimentos de onda das irregularidades situados entre 40 m e 60 m. 
Foi ainda realizado um estudo de sensibilidade da resposta dinâmica do sistema ponte-comboio 
em relação à modelação da ponte, do comboio e das irregularidades da via, e ainda em relação 
às metodologias numéricas de resolução do problema dinâmico. 
Nesse estudo concluiu-se que o número de modos de vibração considerados na análise 
dinâmica da ponte influencia os valores máximos da aceleração do tabuleiro e da deformação 
dos elementos dos arcos, no entanto, assumiu pouca relevância para os valores máximos do 
deslocamento do tabuleiro e da deformação do carril.  
O modelo numérico da ponte utilizado nas análises dinâmicas, nomeadamente o modelo inicial 
ou os modelos calibrados, mostrou ter influência nos valores máximos dos deslocamentos e 
acelerações do tabuleiro. As velocidades de ressonância do modelo numérico inicial são 
inferiores às velocidades de ressonância dos modelos numéricos calibrados uma vez que o 
modelo inicial apresenta uma menor rigidez em comparação com os modelos calibrados. A 
menor rigidez do modelo inicial foi também a responsável pelos deslocamentos da ponte 
registados serem superiores aos registados nos modelos calibrados. Por sua vez, os valores 
máximos das acelerações estimados pelos vários modelos não sofreram alterações 
significativas, uma vez que esta grandeza é mais dependente da variação da massa da estrutura, 
e este parâmetro manteve-se praticamente inalterado entre o modelo inicial e os modelos 
calibrados. 
A influência da interação ponte-comboio nos deslocamentos e acelerações do tabuleiro foi mais 
notória para a velocidade de ressonância e velocidades próximas da ressonância. Nestas 
velocidades os valores máximos das respostas obtidos com interação ponte-comboio são 
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inferiores aos valores máximos obtidos sem interação, devido à transferência de energia que 
ocorre da estrutura para os veículos. A consideração da interação ponte-comboio levou também 
ao aparecimento de novos picos de ressonância, nomeadamente nos elementos dos arcos, que 
mostraram ser mais sensíveis ao contributo de vibrações associadas à dinâmica dos veículos, 
em particular dos modos de vibração da caixa e dos bogies. 
A inclusão das irregularidades da via revelou ser importante nos valores das respostas 
dinâmicas da ponte, em particular nas acelerações do tabuleiro e deformações dos elementos 
dos arcos, na vizinhança das velocidades de ressonância. A resposta dos elementos do arco tem 
participações significativas de um número alargado de modos de vibração da ponte, dos arcos, 
e de modos locais dos próprios elementos e de elementos vizinhos, pelo que a probabilidade de 
serem influenciados pelas frequências da ação resultantes das irregularidades da via é 
consideravelmente maior. No comboio, os valores máximos das acelerações da base do assento 
e do passageiro obtidos com inclusão das irregularidades são superiores aos obtidos sem 
inclusão das irregularidades, nomeadamente para as velocidades afastadas da velocidade de 
ressonância da ponte. Na proximidade da velocidade de ressonância a influência das 
irregularidades é menor atendendo a que os movimentos a que a estrutura está sujeita são 
preponderantes em relação à amplitude das irregularidades. Por outro lado, para velocidades 
elevadas a frequência de excitação dos veículos induzida pelas irregularidades da via desvia-se 
da gama de frequências naturais da caixa e dos bogies, originando menores amplificações da 
resposta dinâmica. 
A influência da extensão da via percorrida pelo comboio, antes da passagem sobre a ponte, na 
resposta dinâmica dos veículos, foi realizada considerando diferentes distâncias para o início do 
percurso do comboio, nomeadamente 20, 100, 250 e 500 m. As respostas dinâmicas do 
primeiro veículo na passagem sobre a ponte, em termos das acelerações no base do assento, no 
passageiro e no bogie, são bem caracterizadas considerando o início do percurso a uma 
distância da ponte de 100 m. 
Relativamente à influência do comprimento de onda das irregularidades, os resultados mostram 
que as acelerações na base do assento e no passageiro do primeiro veículo são sobretudo 
influenciadas pelas irregularidades associadas a grandes comprimentos de onda, ou seja, entre 
25 m e 70 m. 
A influência do amortecimento da ponte foi analisada considerando três cenários baseados nos 
valores médios e, nos valores característicos relativos aos quantilhos 5 % e 95 %, dos 
coeficientes de amortecimento da ponte obtidos experimentalmente. Os resultados 
demonstraram que o cenário do amortecimento da ponte apenas influencia a resposta dinâmica 
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em velocidades na vizinhança da ressonância. Por sua vez, a inclusão do amortecimento dos 
modos estruturais da caixa, através de uma matriz de Rayleigh, influenciou os registos de 
acelerações da caixa e do bogie, sobretudo eliminando as participações de modos espúrios do 
veículo, com frequências elevadas, resultantes de uma deficiente integração numérica do 
problema dinâmico. O registo de acelerações do passageiro é pouco influenciado pela inclusão 
deste tipo de amortecimento, uma vez que este sistema apresenta características dinâmicas, em 
termos de massa e rigidez, que garantem um adequado isolamento das vibrações com 
frequências elevadas provenientes da vibração da caixa do veículo. 
A velocidade de passagem do comboio Alfa Pendular sobre a ponte teve influência na resposta 
dinâmica da ponte e do comboio.  
A análise dos auto-espetros da resposta dinâmica da ponte, em termos de deslocamento e 
aceleração na viga principal e deformação num pendural, para passagem do comboio Alfa 
Pendular às velocidades de 120, 180, 240, 300, 360 e 420 km/h, mostrou alterações 
significativas do conteúdo em frequência da resposta com a velocidade. Em termos de 
deslocamentos, o conteúdo em frequência é dominado pelo pico associado ao efeito quasi-
estático da ação que, com o aumento da velocidade, tende gradualmente a aproximar-se do pico 
associado ao modo de flexão anti-simétrico, até que em velocidades próximas da ressonância os 
dois picos coincidem. Em termos de acelerações e deformações, os espetros relativos às 
diversas velocidades mostram uma repartição do conteúdo em frequência por diversos modos 
estruturais, em particular os modos de flexão do tabuleiro (2G, 3G, 4G, 10G e 12G) e um modo 
de torção do tabuleiro (7G). Para velocidades próximas da velocidade de ressonância todas as 
respostas são dominadas em exclusivo pelo modo de vibração 2G. 
A análise dos auto-espetros da resposta dinâmica do último veículo, em termos de acelerações 
da base do assento e do passageiro, para passagem do comboio Alfa Pendular às velocidades de 
120, 180, 240, 300, 360 e 420 km/h, mostrou que as respostas são dominadas pelos contributos 
dos modos de vibração do veículo, nomeadamente, os modos de corpo rígido, com frequências 
iguais a 1,24 Hz e 1,70 Hz, e os modos estruturais referentes a modos locais da base da caixa, 
com frequências compreendidas entre 8 Hz e 12 Hz, e os modos de torção (8,4 Hz) e flexão da 
caixa (12,2 Hz). Adicionalmente, foram também identificados os contributos dos modos 
associados ao sistema passageiro-assento, com frequência igual a 4,3 Hz. A participação de 
cada um destes modos na resposta dinâmica do veículo depende do valor das frequências da 
ação devidas às irregularidades da via que tendem a aumentar com a velocidade. Para 
velocidades entre 180 km/h e 300 km/h os modos de vibração de corpo rígido são os que mais 
contribuem para a resposta dinâmica, enquanto para velocidades acima de 300 km/h os modos 
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estruturais da caixa passam a ser os preponderantes na resposta. Para a velocidade de 420 km/h, 
próxima da velocidade de ressonância, há a salientar a preponderância do modo de flexão da 
caixa, sobretudo na resposta a meio vão. No caso do passageiro, é visível o efeito da atenuação 
das amplitudes das vibrações proveniente da caixa para frequências situadas acima de 6,1 Hz e 
que é especialmente notório nas velocidades mais elevadas. 
A validação experimental do modelo numérico consistiu na comparação das respostas 
dinâmicas obtidas a partir do modelo numérico com interação, que contempla os modelos 
calibrados da ponte e do comboio, e as respostas obtidas por via experimental. A resposta foi 
comparada em termos dos deslocamentos do tabuleiro e dos apoios, das acelerações do 
tabuleiro e das deformações do arco, dos pendurais, do carril e do tabuleiro. Regra geral, foi 
obtida uma muito boa concordância entre os registos experimentais e os registos numéricos 
após a calibração. A comparação dos registos experimentais com os registos numéricos, antes e 
após a calibração, permitiu aferir o sucesso do processo de calibração. Neste âmbito saliente-se 
a melhoria da concordância entre os registos de deslocamentos do tabuleiro, sobretudo em 
termos de amplitude do efeito quasi-estático, uma vez que o processo de calibração do modelo 
levou ao aumento de rigidez global da estrutura. Também nos registos do apoio foram notadas 
melhorias significativas, mais uma vez em termos da amplitude do efeito quasi-estático, porque 
o processo de calibração levou a uma alteração da rigidez vertical dos apoios. Ao nível das 
acelerações do tabuleiro importa salientar a importância decisiva da inclusão das 
irregularidades da via que permitiram um melhor ajuste aos resultados experimentais, 
principalmente em frequências situadas entre 9 Hz e 25 Hz. Em termos das deformações dos 
elementos dos arcos, foram obtidas boas concordâncias, apesar das amplitudes das 
componentes dinâmicas da resposta permanecerem afastadas, em algumas situações, dos 
valores experimentais. Este fenómeno está provavelmente associado à incapacidade dos 
modelos numéricos reproduzirem a variação da frequência com a alteração do estado de tensão 
da estrutura durante a passagem de tráfego. Ao nível do comboio, os registos da aceleração na 
caixa obtidos por via experimental e numérica apresentam uma boa concordância e com valores 
máximos da mesma ordem de grandeza. As diferenças detetadas entre os dois registos estão 
possivelmente relacionadas com o facto do modelo numérico do veículo, em particular na 
interface entre a base da caixa e o assento, não ter o refinamento suficiente para traduzir de 
forma adequada as características da ligação. Para além disso as medições experimentais foram 
realizadas no interior do veículo BAS, cujas características dinâmicas, em particular da caixa e 
dos assentos, são ligeiramente distintas das características do veículo BBN, que serviu de base 
à calibração do modelo numérico do comboio.  
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A simulação do comportamento dinâmico da ponte de São Lourenço foi realizada com base no 
modelo numérico calibrado da ponte para a passagem do comboio Alfa Pendular, de comboios 
reais de alta velocidade e dos comboios regulamentares HSLM, com base numa metodologia de 
cargas móveis. Para a maioria dos comboios a resposta dinâmica na velocidade de ressonância 
é muito superior à resposta em velocidades fora da ressonância. No entanto, para os comboios 
articulados TGV, Eurostar e Thalys, as respostas dinâmicas em ressonância não diferem 
significativamente das respostas fora da ressonância. Este facto está relacionado com um 
fenómeno de cancelamento de ressonância, verificado porque os espaçamentos regulares entre 
os grupos de eixos destes comboios são próximos do comprimento de deformabilidade do 
modo de vibração 2G, aproximadamente igual a metade do vão da ponte. Este modo apresenta 
uma configuração anti-simétrica que faz com que as forças aplicadas numa metade do vão 
sejam contrabalançadas pelas cargas aplicadas na outra metade do vão, não ocorrendo por isso 
uma amplificação da resposta da ponte. Os resultados mostram ainda que os valores máximos 
dos deslocamentos e das acelerações ocorrem na secção localizada entre 1/3 e 1/4 do vão do 
tabuleiro para as velocidades de ressonância do modo de vibração 2G. O limite regulamentar 
das acelerações igual a 3,5 m/s2 é cumprido até à velocidade de 275 km/h, para todos os 
comboios reais, e até à velocidade de 295 km/h, excluindo o comboio Virgin. 
A simulação do comportamento dinâmico do comboio Alfa Pendular foi realizada com base 
num modelo numérico com interação ponte-comboio incluindo o efeito das irregularidades da 
via. As respostas dinâmicas do comboio foram avaliadas ao nível do passageiro, da base do 
assento e dos bogies.  
Os valores máximos das acelerações registadas na base do assento e no passageiro do primeiro 
veículo são praticamente coincidentes até velocidades próximas de 250 km/h, sendo que acima 
desta velocidade as acelerações da base do assento são superiores às acelerações do passageiro. 
Para velocidades superiores a 250 km/h, as frequências associadas às irregularidades da via, em 
particular as irregularidades com comprimentos de onda mais curtos, aproximam-se das 
frequências dos modos de vibração estruturais da caixa, e por isso o efeito de isolamento do 
assento denota uma maior eficiência na redução da amplitude da resposta. 
Os valores das forças de contacto roda-carril mostraram ser particularmente sensíveis à 
inclusão das irregularidades da via nas análises, principalmente para as velocidades mais 
elevadas. Os valores extremos das forças de interação com irregularidades são superiores aos 
valores obtidos sem irregularidades para todas as velocidades. Os valores extremos das forças 
de contacto no cenário sem irregularidades ocorrem para a velocidade de ressonância do modo 
2G (405 km/h) para a qual foi registada a aceleração máxima do tabuleiro, enquanto no cenário 
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com irregularidades surgem para a velocidade próxima de 340 km/h, demonstrando que as 
forças de contacto são sobretudo condicionadas pelas irregularidades da via e em menor grau 
pelos movimentos da ponte. Para velocidades elevadas as forças de contacto roda-carril são 
essencialmente condicionadas pelos contributos do modo de flexão do eixo, com uma 
frequência próxima de 42 Hz, e pelos modos de flexão do bogie, envolvendo a flexão isolada 
ou conjunta das longarinas e travessas, com frequências compreendidas entre 50 Hz e 60 Hz. 
Os valores mínimos das forças de contacto são compatíveis com a estabilidade do contacto 
roda-carril durante o atravessamento da ponte para velocidades até 290 km/h, no entanto, para 
velocidades superiores, foram registadas variações da força de contacto muito significativas, na 
ordem de 85 % da força estática do eixo, que pode comprometer a segurança da circulação.  
Relativamente à influência do veículo tomado para o controlo da resposta dinâmica, os valores 
máximos da aceleração da base do assento, do passageiro e do bogie dos diferentes veículos são 
muito semelhantes até velocidades próximas de 340 km/h. A partir desta velocidade os valores 
máximos da aceleração nos últimos veículos do comboio são superiores aos valores máximos 
registados nos veículos do início do comboio. No intervalo de velocidades entre 120 km/h e 
340 km/h, os valores máximos da aceleração na caixa não ultrapassaram o limite de 1,0 m/s2, 
correspondente ao nível de conforto muito bom de acordo com a EN1991-2. No que concerne à 
influência do ponto de controlo da resposta dinâmica, os resultados mostraram que os valores 
máximos da aceleração nas posições extremas são superiores aos valores máximos da 
aceleração a meio da caixa. A análise das respostas em posições da caixa pertencentes ao 
mesmo alinhamento transversal, localizadas em extremidades opostas, conduziu a resultados 
muito próximos demonstrando que a resposta foi pouco sensível à posição transversal do 
passageiro. 
8.1 
8. CONCLUSÕES E DESENVOLVIMENTOS FUTUROS 
8.1 CONCLUSÕES 
A presente dissertação centrou-se na avaliação dos efeitos dinâmicos induzidos por tráfego 
ferroviário em pontes, envolvendo aspetos de modelação numérica, calibração e validação 
experimental. 
No Capítulo 2 pretendeu-se familiarizar o leitor com as principais problemáticas relacionadas 
com o comportamento dinâmico de pontes ferroviárias, tendo sido realizado um extenso 
levantamento bibliográfico que incidiu em aspetos relacionados com a modelação dos 
subsistemas ponte, via e veículo, com a caracterização experimental de cada um destes 
subsistemas e ainda com os principais critérios utilizados na avaliação do comportamento 
dinâmico do sistema acoplado em termos de estabilidade estrutural, estabilidade da via e do 
contacto roda-carril e conforto dos passageiros. 
O desenvolvimento de uma aplicação computacional, denominada TBI, para a realização de 
análises dinâmicas do sistema ponte-comboio foi apresentada no Capítulo 3. Esta aplicação, 
desenvolvida em ambiente MATLAB, considera os dois subsistemas, ponte e comboio, 
modelados de forma independente e atende à sua interação dinâmica por intermédio de uma 
metodologia iterativa.  
O programa TBI incluiu um conjunto de aspetos inovadores que o distinguem de outras 
ferramentas desenvolvidas na Faculdade de Engenharia, nomeadamente: i) a implementação de 
uma interligação eficiente entre os programas MATLAB e ANSYS; ii) a possibilidade de 
considerar metodologias distintas na resolução das equações de equilíbrio dinâmico da ponte e 
do comboio; iii) a possibilidade do sistema dinâmico constituído pelos veículos ferroviários ser 
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dividido em subsistemas autónomos, reduzindo significativamente a dimensão das matrizes. Ao 
nível das metodologias de resolução do problema dinâmico, importa ainda realçar o ganho de 
eficiência computacional conseguido com a resolução do subsistema ponte através do método 
da sobreposição modal e, a resolução do sistema de equações do subsistema comboio, por 
intermédio de um método de integração direta recorrendo a uma fatorização de Cholesky. 
A validação do programa TBI foi realizada com base em casos adaptados da bibliografia, 
baseados na passagem de uma ou várias massas suspensas sobre uma ponte, e envolveu a 
comparação das respostas dinâmicas da ponte e da massa obtidas por intermédio do programa 
desenvolvido e das metodologias implementadas nos programas FEMIX e ANSYS. Os 
resultados obtidos mostraram uma muito boa concordância entre as três metodologias para 
todas as respostas analisadas, validando a metodologia implementada.  
O desenvolvimento desta ferramenta viabilizou a realização de análises dinâmicas de modelos 
numéricos com interação ponte-comboio de grandes dimensões e de elevada complexidade, que 
de outro modo, nomeadamente recorrendo a programas de cálculo comerciais, não poderiam 
ser efetuadas ou seriam efetuadas com tempos de cálculo muito elevados. 
No seguimento de um outro objetivo do presente trabalho, foram descritas, no Capítulo 4, as 
principais metodologias de calibração de modelos numéricos de elementos finitos com base em 
parâmetros modais. Neste âmbito, foi desenvolvida uma aplicação computacional assente num 
método iterativo baseado em técnicas avançadas de otimização e que envolve o recurso aos 
programas ANSYS, Matlab e OptiSlang. A ferramenta desenvolvida compreende um conjunto 
de rotinas referentes à análise de sensibilidade, à análise modal, ao emparelhamento dos modos 
de vibração numéricos e experimentais e à otimização. 
A calibração de modelos numéricos de pontes ou veículos ferroviários compreende um 
conjunto de particularidades que desde o início foram identificadas e incorporadas nas rotinas 
da ferramenta desenvolvida. Uma dessas particularidades diz respeito à solução modal do 
subsistema comboio que foi realizada por intermédio de uma formulação de estado, 
particularmente adequada para sistemas com amortecimento do tipo não proporcional que são 
tipicamente caracterizados por frequências e modos de vibração complexos. Outro aspeto 
importante refere-se à escolha de uma técnica de emparelhamento de modos estável, uma vez 
que os ensaios dinâmicos incidem geralmente num número reduzido de pontos que faz 
aumentar o número de correspondências possíveis entre modos numéricos e experimentais. 
Para tal, foi utilizado um critério baseado na energia de deformação e no parâmetro EMAC, 
cuja aplicação a sistemas com modos de vibração complexos foi inovadora e diferenciada da 
sua aplicação a sistemas com modos reais. Importa ainda referir que atendendo à complexidade 
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que geralmente está inerente aos modelos numéricos da ponte e do comboio e ao elevado 
número de parâmetros de calibração, é recomendada a utilização de técnicas de otimização 
robustas como, por exemplo, os algoritmos genéticos. 
A aplicação da ferramenta computacional desenvolvida à calibração do modelo numérico de 
uma ponte ferroviária por aplicação de diferentes algoritmos de otimização, nomeadamente os 
algoritmos baseados em gradientes, em superfícies de resposta e os algoritmos genéticos, 
permitiu avaliar o desempenho de cada algoritmo para diferentes cenários de calibração. Os 
resultados permitiram concluir que: i) os parâmetros mais sensíveis do problema foram 
estimados de forma mais rigorosa comparativamente aos parâmetros menos sensíveis; ii) as 
técnicas de otimização baseadas em gradientes e em superfícies de resposta mostraram 
limitações na estimativa dos parâmetros de menor sensibilidade e para o cenário com maior 
número de parâmetros de calibração; iii) o algoritmo genético forneceu estimativas precisas e 
estáveis de todos os parâmetros de calibração em todos os cenários. 
Relativamente ao algoritmo genético os resultados obtidos evidenciaram que o processo de 
convergência para a solução teórica parece depender das características dos indivíduos da 
população inicial. Para além disso, os parâmetros de calibração de maior sensibilidade 
tenderam a apresentar uma convergência mais rápida para o valor teórico, comparativamente 
aos parâmetros de menor sensibilidade. Também o método de geração dos indivíduos da 
população influenciou notoriamente a convergência para a solução teórica. Assim, o método do 
Hipercubo Latino levou à geração de populações de indivíduos com melhor aptidão e que por 
isso aceleraram o processo de convergência, comparativamente ao método de Monte Carlo. O 
aumento do número de indivíduos da população inicial não implicou necessariamente que os 
valores dos parâmetros estejam mais próximos das soluções teóricas, sendo que a melhor 
concordância com os valores teóricos ocorreu para as populações constituídas por 30 e 40 
indivíduos. A utilização de uma taxa de cruzamento reduzida teve repercussões negativas no 
processo de convergência de todos os parâmetros para a solução teórica, tendo o mesmo 
sucedido com a utilização de uma taxa de mutação elevada. 
Os Capítulos 5 e 6 foram dedicados à modelação numérica e calibração experimental da ponte 
ferroviária de São Lourenço, situada na linha do Norte da rede ferroviária Portuguesa 
(Capítulo 5) e do comboio Alfa Pendular (Capítulo 6) com base nas metodologias 
desenvolvidas no Capítulo 4. 
O modelo numérico tridimensional da ponte envolveu a modelação do tabuleiro, dos arcos, dos 
aparelhos de apoio e da via. A inclusão da via no modelo numérico da ponte influenciou os 
valores das frequências da maioria dos modos de vibração devido ao efeito compósito que 
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ocorre entre o tabuleiro e a via. Esta influência foi particularmente notória nos modos de flexão 
do tabuleiro associados a menores comprimentos de deformabilidade e para os quais se 
verificaram as maiores distorções da camada de balastro.  
A importância da via na resposta dinâmica da ponte motivou o desenvolvimento de um modelo 
numérico específico de um troço de via sobre a ponte e que envolveu a modelação da camada 
de balastro, das travessas, das palmilhas e dos carris. A análise modal do modelo da via 
mostrou que os subsistemas via e ponte se encontram desacoplados uma vez que as frequências 
de vibração da via são superiores às frequências dos principais modos de vibração da ponte. As 
respostas modais da via revelaram ainda ser mais sensíveis aos parâmetros numéricos locais, 
relacionados com a distribuição da massa e rigidez da camada de balastro, comparativamente às 
respostas modais da ponte. 
Os ensaios experimentais realizados na ponte de São Lourenço consistiram num ensaio de 
vibração ambiental, num ensaio dinâmico da via e num ensaio de caracterização do betão. 
O ensaio de vibração ambiental foi realizado em duas fases: a fase 1 incidiu na monitorização 
do tabuleiro e a fase 2 na monitorização do tabuleiro e dos arcos. Os modos de vibração globais 
identificados na fase 1 mostraram estar fortemente correlacionados, uma vez que o 
posicionamento dos sensores nas vigas do tabuleiro dificultou a correta avaliação da sua 
natureza, nomeadamente pela incapacidade em escalar os movimentos do tabuleiro em relação 
aos movimentos dos arcos. A aplicação de uma técnica de adição de ruído permitiu distinguir, 
na maioria das situações, os modos de vibração do tabuleiro dos modos de vibração dos arcos, 
uma vez que as configurações dos modos dos arcos foram geralmente bastante afetadas pela 
adição de ruído aos registos ambientais. A fase 2 do ensaio de vibração ambiental possibilitou a 
identificação de modos de vibração globais e de modos de vibração locais, envolvendo as 
diagonais e os pendurais instrumentados. As estimativas dos coeficientes de amortecimento 
obtidos em ambas as fases do ensaio ambiental foram muito semelhantes para a maioria dos 
modos de vibração e, no caso dos modos de flexão simétrico e anti-simétrico do tabuleiro, 
enquadram-se nos valores obtidos pelo método do decremento logarítmico aplicado aos 
registos de acelerações em vibração livre para a passagem de tráfego. 
O ensaio de recetância da via foi realizado num troço de via-férrea sobre a ponte e possibilitou 
a identificação das propriedades dinâmicas da via, em particular as frequências e os modos de 
vibração. A identificação dos parâmetros modais foi realizada por aplicação de duas técnicas 
distintas, uma baseada na análise das respostas medidas e outra na análise das funções de 
resposta em frequência que conduziram a valores das frequências muito semelhantes. 
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A caracterização do módulo de deformabilidade do betão foi realizada por intermédio de um 
ensaio de ultra-sons que foi executado com base numa técnica de transmissão direta num dos 
maciços do arco e na viga do tabuleiro. Os resultados obtidos mostraram que os valores médios 
do módulo de deformabilidade do betão são bastante superiores ao valor calculado para o betão 
especificado em projeto à data da campanha experimental. 
A estratégia de calibração dos modelos numéricos passou, em primeiro lugar, pela calibração 
do modelo numérico da via, e só depois pela calibração do modelo numérico da ponte, com 
base nas duas fases do ensaio de vibração ambiental. 
Para ambos os modelos, os resultados de diferentes casos de otimização, baseados em 
diferentes populações iniciais, conduziram a valores das frequências, dos MACs e dos 
parâmetros muito semelhantes, o que demonstrou a robustez do algoritmo genético. A 
comparação os valores das frequências de vibração numéricas, antes e após a calibração, com 
os correspondentes valores experimentais, realçou importantes melhorias dos modelos 
numéricos. 
No caso específico do modelo da ponte, os resultados de diferentes casos de otimização 
demonstraram que os parâmetros que mais controlam os modos globais, em particular os 
módulos de deformabilidade do betão e do aço e a rigidez vertical dos apoios, foram também os 
que apresentaram menores variações. As estimativas dos parâmetros globais obtidas com base 
nas duas fases do ensaio ambiental foram também muito semelhantes, demonstrando que a 
inclusão dos modos de vibração locais no problema de otimização teve uma influência reduzida 
na estimativa dos parâmetros globais. Foi também constatado que os valores ótimos do módulo 
de deformabilidade do betão ficaram situados na gama de valores mais frequentes da 
distribuição experimental obtida a partir do ensaio de ultra-sons. No que concerne às massas 
volúmicas do betão e do balastro, as estimativas dos diferentes casos de otimização 
apresentaram maiores variações, uma vez que são parâmetros menos sensíveis às respostas. Por 
outro lado, o facto de estes parâmetros contribuírem de modo semelhante para a massa do 
tabuleiro, levou à existência de diferentes combinações destes parâmetros que conduzem à 
mesma solução em termos de otimização do problema. Importa ainda salientar que os valores 
da massa volúmica do balastro enquadraram-se na gama de valores obtidos no problema de 
otimização da via, demonstrando a eficiência dos algoritmos genéticos na estimativa dos 
parâmetros menos sensíveis às respostas. No que concerne aos modos locais, importa realçar a 
reduzida variabilidade apresentada pela maioria dos parâmetros que controlam estes modos, 
nomeadamente o estado de tensão dos pendurais e das diagonais e a rigidez dos troços de 
ligação destes elementos ao tabuleiro e aos arcos. 
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O modelo numérico tridimensional do veículo BBN envolveu a modelação dos bogies, da caixa 
e do sistema passageiro-assento. 
Os ensaios dinâmicos realizados à caixa e ao bogie permitiram a identificação das frequências e 
das configurações modais de um conjunto alargado de modos de vibração, nomeadamente 
associados a movimentos de corpo rígido e estruturais. A identificação dos parâmetros modais 
da caixa foi influenciada pela técnica de excitação utilizada, sendo que o recurso a uma 
excitação de carácter impulsivo foi a que conduziu aos melhores resultados. O ensaio do bogie 
foi realizado, numa primeira fase, com os amortecedores primários instalados e, numa segunda 
fase, sem os amortecedores primários. A inclusão dos amortecedores primários levou ao 
aumento das frequências de todos os modos de vibração identificados. 
A calibração experimental do modelo numérico do veículo BBN foi realizada em duas fases. A 
primeira fase incidiu na calibração do modelo numérico do bogie nas condições do ensaio, 
considerando os parâmetros modais obtidos com e sem amortecedores primários. A segunda 
fase centrou-se na calibração do modelo numérico do veículo completo, com os parâmetros 
numéricos do bogie estimados na primeira fase assumidos como parâmetros determinísticos. 
Os resultados dos casos de otimização do bogie e do veículo, baseados em diferentes 
populações iniciais, conduziram mais uma vez a valores dos parâmetros numéricos muito 
estáveis para a maioria dos parâmetros, em particular para aqueles que apresentam as maiores 
correlações com as respostas. No caso do bogie nas condições do ensaio importa salientar que 
os valores ótimos da rigidez da suspensão primária ficaram situados bastante acima dos valores 
utilizados no modelo inicial determinados com base nas indicações de projeto. Com este 
algoritmo foi também possível obter-se uma estimativa da distribuição da massa adicional do 
bogie, confirmando-se a tendência da massa distribuída nas travessas ser superior à massa 
distribuída nas longarinas. No caso do veículo completo verificou-se que os valores da rigidez 
da suspensão secundária do bogie dianteiro são ligeiramente superiores aos do bogie traseiro, e 
superiores aos especificados em projeto. As massas adicionais das paredes laterais e cobertura 
apresentaram variações significativas para os diferentes casos de otimização. Este resultado 
pode ser justificado pelo facto dos parâmetros contribuírem de modo semelhante para a massa 
mobilizada no modo de corpo rígido da caixa que envolve a sua rotação transversal, podendo 
assim existir diferentes combinações destes parâmetros que conduzem à mesma solução do 
problema de otimização.   
Os resultados de análises de sensibilidade realizadas para diferentes cenários da rigidez da 
suspensão primária e secundária e da rigidez do bloco da suspensão secundária, mostraram que 
na maioria das situações a redução do número de parâmetros fez aumentar a sensibilidade das 
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respostas em relação aos parâmetros. A escolha de cenários de parâmetros com valores 
reduzidos dos coeficientes de correlação pode ter repercussões negativas na fase de otimização, 
em particular na obtenção de valores estáveis dos parâmetros. 
O Capítulo 7 incidiu na análise dos efeitos dinâmicos induzidos por tráfego ferroviário na ponte 
de São Lourenço.  
Para o efeito foi realizado um ensaio sob ação de tráfego que permitiu avaliar a resposta 
dinâmica da ponte em termos de deslocamentos, acelerações e deformações em diversos pontos 
do tabuleiro e dos arcos para a passagem do comboio Alfa Pendular. Os resultados deste ensaio 
revelaram particularidades do funcionamento estrutural da ponte, nomeadamente, a ocorrência 
de deslocamentos ascendentes no tabuleiro, que é típico de estruturas com funcionamento 
estrutural em arco, as tensões no carril e no tabuleiro alternarem entre tensões de tração e 
compressão, demonstrando a existência de um efeito compósito entre o tabuleiro e a via, e os 
valores máximos da resposta do tabuleiro ocorrerem na secção localizada entre 1/3 e 1/4 do 
vão.  
As respostas dinâmicas para uma velocidade de circulação corrente do comboio Alfa Pendular, 
são dominadas pelo efeito quasi-estático da ação e com os efeitos dinâmicos, devidos a 
participações de modos globais e locais da estrutura, a serem mais relevantes para os elementos 
dos arcos. Os valores das frequências de alguns modos globais, em particular os mais sensíveis 
ao efeito compósito tabuleiro-via, apresentaram uma certa variação possivelmente devido à não 
linearidade do comportamento do balastro com a amplitude de vibração. A mesma variação foi 
também detetada nas frequências dos modos locais dos elementos dos arcos resultante da 
alteração do estado de tensão devido à passagem do tráfego. 
Os resultados de um estudo de sensibilidade da resposta dinâmica do sistema ponte-comboio 
em relação à modelação da ponte, do comboio e das irregularidades da via, e ainda em relação 
às metodologias numéricas de resolução do problema dinâmico permitiram retirar algumas 
conclusões relevantes, destacando-se as seguintes:  
i) o número de modos de vibração considerados na análise dinâmica da ponte influencia 
sobretudo os valores máximos da aceleração do tabuleiro e da deformação dos 
elementos dos arcos; 
ii) o modelo numérico da ponte utilizado nas análises dinâmicas (modelos inicial ou 
calibrados) teve influência nos resultados dos deslocamentos e nas velocidades de 
ressonância, mas não teve repercussões nas acelerações, uma vez que ocorreram 
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variações significativas da rigidez da estrutura, sem variações da sua massa, entre os 
modelos inicial e calibrados; 
iii) a influência da interação ponte-comboio e das irregularidades da via foi particularmente 
evidente nos elementos dos arcos e em velocidades vizinhas da ressonância. A resposta 
dos elementos do arco tem participações significativas de um número alargado de 
modos de vibração da ponte, dos arcos, e de modos locais dos próprios elementos e de 
elementos vizinhos, pelo que a probabilidade de serem influenciados pelas frequências 
dos modos da caixa e dos bogies, e pelas frequências da ação resultantes das 
irregularidades da via, é consideravelmente maior;  
iv) a influência do amortecimento da ponte, considerando valores obtidos por via 
experimental, é relevante na resposta dinâmica em velocidades vizinhas da ressonância. 
Por sua vez, a inclusão do amortecimento dos modos estruturais da caixa foi relevante 
na resposta da base do assento mas teve pouca influência na resposta do passageiro; 
v) as respostas dinâmicas do comboio, para diferentes velocidades de passagem sobre a 
ponte, são dominadas pelos contributos dos modos de vibração do veículo, 
nomeadamente, os modos de corpo rígido e os modos estruturais locais da base da caixa, 
de torção e de flexão da caixa. Adicionalmente foi também identificado o contributo do 
modo associado ao sistema passageiro-assento. A resposta para cada velocidade depende 
das frequências da ação devidas às irregularidades da via e que tendem a aumentar com 
a velocidade. Em velocidades baixas foram os modos de vibração de corpo rígido os que 
mais contribuem para a resposta dinâmica, enquanto para velocidades altas foram os 
modos estruturais da caixa. A resposta dinâmica no passageiro veio geralmente atenuada 
em relação à resposta da base do assento, efeito especialmente notório nas velocidades 
mais elevadas. 
A validação experimental do modelo numérico envolveu a comparação das respostas dinâmicas 
obtidas com base no modelo numérico com interação, que contempla os modelos calibrados da 
ponte e do comboio, e as respostas obtidas por via experimental. A resposta foi comparada em 
termos dos deslocamentos do tabuleiro e dos apoios, das acelerações do tabuleiro e das 
deformações do arco, dos montantes, do carril e do tabuleiro. Regra geral, foi obtida uma muito 
boa concordância entre os registos experimentais e os registos numéricos após a calibração. 
Neste âmbito saliente-se a melhoria da concordância entre os registos de deslocamentos do 
tabuleiro, uma vez que o processo de calibração do modelo levou ao aumento de rigidez global 
da estrutura. Também nos registos do apoio foram notadas melhorias significativas porque o 
processo de calibração conduziu a uma alteração da rigidez vertical dos apoios. Ao nível das 
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acelerações do tabuleiro importa salientar a importância da inclusão das irregularidades da via 
que permitiram um melhor ajuste aos resultados experimentais, principalmente para as 
frequências mais elevadas.  
Ao nível do comboio, os registos da aceleração na caixa obtidos por via experimental e 
numérica apresentaram uma boa concordância e com valores máximos da mesma ordem de 
grandeza sendo que as diferenças detetadas estavam sobretudo relacionadas com o facto do 
modelo numérico do veículo, em particular na interface entre a base da caixa e o assento, não 
ter o refinamento suficiente para traduzir de forma adequada a ligação. Para além disso as 
medições experimentais foram realizadas no interior do veículo BAS, cujas características 
dinâmicas, em particular da caixa e dos assentos, são ligeiramente distintas das características 
do veículo BBN.  
A simulação do comportamento dinâmico da ponte de São Lourenço permitiu concluir que para 
os comboios articulados as respostas dinâmicas em ressonância não diferem significativamente 
das respostas fora da ressonância. Este facto está relacionado com um fenómeno de 
cancelamento de ressonância verificado porque os espaçamentos regulares entre os grupos de 
eixos destes comboios são próximos do comprimento de deformabilidade do modo de flexão 
anti-simétrico do tabuleiro, que faz com que as forças aplicadas numa metade do vão sejam 
contrabalançadas pelas cargas aplicadas na outra metade do vão, não ocorrendo a amplificação 
da resposta da ponte. Os resultados mostraram ainda que o limite regulamentar das acelerações, 
igual a 3,5 m/s2, é cumprido até à velocidade de 275 km/h, considerando todos os comboios 
reais. 
No que se refere ao comboio Alfa Pendular, os valores das forças de contacto roda-carril 
mostraram ser particularmente sensíveis à inclusão das irregularidades da via nas análises, 
principalmente para as velocidades mais elevadas. Nestas velocidades as forças de contacto 
roda-carril são essencialmente condicionadas pelos contributos dos modos de flexão do eixo e 
do bogie, envolvendo a flexão isolada ou conjunta das longarinas e travessas. Os valores 
mínimos das forças de contacto são compatíveis com a estabilidade do contacto roda-carril 
durante o atravessamento da ponte até velocidades próximas de 300 km/h. 
A análise das acelerações na base dos assentos permitiu ainda concluir que para velocidades 
elevadas os valores máximos da aceleração nos últimos veículos do comboio são superiores aos 
valores máximos registados nos veículos do início do comboio. Os valores máximos das 
acelerações registados em todos os veículos são compatíveis com o nível de conforto muito 
bom até à velocidade de 340 km/h. Constatou-se ainda que os valores máximos da aceleração 
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nas posições extremas do veículo são geralmente superiores aos valores máximos da aceleração 
no meio do veículo. 
8.2 DESENVOLVIMENTOS FUTUROS 
Ao longo da realização do presente trabalho foram surgindo diversas perspetivas de 
investigação que merecem, no entender do autor, uma atenção futura. 
Em suma, sugere-se que se explorem os seguintes desenvolvimentos, complementares ao 
presente estudo: 
• Em relação ao programa TBI, pretende-se implementar novos métodos para a resolução 
do sistema de equações de equilíbrio dinâmico do subsistema ponte. Uma das limitações 
do programa atual está relacionada com a dificuldade do método da sobreposição modal 
em avaliar a resposta dinâmica da via, em particular do carril e das travessas, que é 
geralmente controlada por modos de vibração com frequências elevadas e superiores às 
frequências da ponte. Assim, a análise da resposta da via exige a consideração de um 
número muito elevado de modos de vibração que faz aumentar consideravelmente o 
tempo de cálculo. Para melhorar a eficiência do programa nestas situações pretende-se 
implementar métodos de cálculo alternativos, nomeadamente o método da sobreposição 
de vetores de Ritz; 
• Ainda no que se refere ao programa TBI pretende-se adaptar algumas das rotinas 
desenvolvidas de modo a incluir as não linearidades associadas ao contacto roda-carril na 
direção vertical. Esta situação limite é muitas vezes relevante em situações de ressonância 
da estrutura em que as forças dinâmicas das rodas dos veículos podem atingir valores 
elevados que podem comprometer a estabilidade do contacto roda-carril. Para aumentar a 
eficiência computacional do programa serão ainda introduzidas melhorias envolvendo a 
paralelização de código, por intermédio de técnicas de computação paralela e pela 
utilização das potencialidades de cálculo permitidas pelo GPU (‘Graphic Processing 
Unit’) na plataforma MATLAB; 
• No âmbito das metodologias de calibração de modelos numéricos, pretende-se 
desenvolver técnicas estocásticas que incluam as incertezas associadas às estimativas das 
respostas modais, obtidas por via experimental, no problema de otimização. Esta nova 
abordagem envolve a inclusão de parâmetros estatísticos nos termos da função objetivo 
aumentando a complexidade do problema de otimização. Pretende-se ainda incluir no 
processo de calibração os resultados de ensaios sob ação de tráfego, em particular registos 
Conclusões e desenvolvimentos futuros 
8.11 
de deslocamentos, acelerações e deformações. Algumas destas respostas são sensíveis a 
parâmetros numéricos relevantes para as análises dinâmicas, como é o caso dos 
coeficientes de amortecimento, e que geralmente não podem ser estimados com base nas 
frequências e configurações modais. No entanto, a inclusão das respostas dinâmicas no 
problema de otimização exige o cálculo do problema dinâmico a cada iteração do 
processo de calibração, levando ao aumento dos tempos de cálculo, em particular no caso 
de análises dinâmicas com interação ponte-comboio. Outro aspeto de grande relevância 
prende-se com a necessidade em desenvolver técnicas de escalamento automático dos 
termos da função objetivo no decorrer da otimização, uma vez que os valores dos resíduos 
das frequências e das configurações modais são diferentes dos resíduos das respostas 
dinâmicas, podendo condicionar a convergência para a solução ótima; 
• Os resultados de estudos recentes concluíram que o conforto dos passageiros depende em 
grande medida das acelerações medidas nas interfaces do passageiro com o assento e com 
a caixa do veículo. Nesse sentido pretende-se desenvolver competências ao nível 
experimental e numérico que permitam dar resposta a estes novos requisitos. Ao nível 
numérico serão desenvolvidos modelos avançados que permitam simular a estrutura do 
assento, a ligação do assento com a base da caixa, o contacto passageiro-assento e o 
próprio passageiro. Do ponto de vista experimental serão realizadas medições com o 
veículo em circulação em diversas interfaces do passageiro com o assento e que poderão 
envolver o desenvolvimento de sensores de pequena escala adaptados às características 
geométricas e mecânicas dessas interfaces;  
• No presente estudo o modelo numérico do comboio Alfa Pendular foi calibrado com base 
na informação modal recolhida apenas na direção vertical. No futuro pretende-se incluir 
no processo de calibração a informação modal na direção lateral. Esta tarefa pode 
requerer a realização de ensaios dinâmicos do veículo em circulação, uma vez que, ao 
contrário do que sucedeu com os ensaios de caracterização dinâmica vertical, a excitação 
utilizada pode não gerar níveis de vibração suficientes para a correta identificação dos 
parâmetros modais do veículo na direção lateral. O modelo calibrado poderá servir de 
referência para estudos a desenvolver no âmbito do conforto dos passageiros e da 
estabilidade do contacto roda-carril; 
• O sucesso dos ensaios dinâmicos realizados nas pontes, nos veículos e na via, tendo em 
vista a identificação de parâmetros modais, depende em grande medida de uma escolha 
adequada dos pontos de medição. Alguns autores, tais como, Brehm (2011) e Liu et 
al. (2008), têm vindo a desenvolver metodologias de seleção ótima de pontos de medição 
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baseadas na aplicação de algoritmos de otimização, nomeadamente os algoritmos 
genéticos. Neste contexto torna-se relevante o desenvolvimento de técnicas de deteção 
automática de pontos de medição, assentes em modelos numéricos de elementos finitos, e 
que tenham em consideração um número limitado de modos de vibração e eventuais 
restrições de posicionamento dos sensores na estrutura;  
• Outro desenvolvimento do presente trabalho refere-se à calibração automática de modelos 
numéricos de pontes, tendo como base os dados recolhidos periodicamente por um 
conjunto de sensores instalados na estrutura. Os dados recolhidos são depois processados 
de modo a serem estimados os parâmetros modais e eventualmente isolados os registos 
dinâmicos para a passagem de tráfego. Estes parâmetros podem servir de base à 
calibração do modelo numérico utilizando, por exemplo, uma metodologia iterativa 
assente num algoritmo de otimização, idêntica à desenvolvida no presente trabalho. A 
metodologia proposta permite obter um modelo calibrado que pode ser utilizado na 
simulação da resposta dinâmica para diferentes cenários de operação da estrutura, 
nomeadamente diferentes comboios e velocidades, na avaliação da eficiência de soluções 
de reforço ou mesmo na deteção de danos; 
• Idêntica metodologia poderá ser desenvolvida para os veículos ferroviários, considerando, 
por exemplo, um conjunto de sensores permanentemente instalados na proximidade dos 
elementos elásticos dos bogies, como as molas e os amortecedores das suspensões, ou 
estruturais, como é o caso dos eixos e das caixas de eixo. O tratamento periódico da 
informação recolhida por estes sensores, integrada num processo de calibração 
automático do modelo numérico do veículo ou de partes do veículo poderá ser 
extremamente útil na avaliação das propriedades elásticas e mecânicas dos diferentes 
componentes. Este procedimento poderá estar associado a um sistema capaz de emitir 
alertas sempre que um componente necessite ser inspecionado ou substituído, como 
sucede, por exemplo, com uma mola da suspensão em que a sua rigidez se situa fora dos 
limites de segurança definidos pelo fabricante; 
• De modo a melhorar a eficiência computacional das análises dinâmicas com interação 
ponte-comboio, poderá ter interesse o desenvolvimento de modelos simplificados do 
veículo BBN que poderiam ser calibrados com base no modelo do veículo completo, 
através das metodologias desenvolvidas no presente trabalho; 
 • Ao nível do estudo do comportamento dinâmico da ponte de São Lourenço será relevante 
realizar a análise da resposta em acelerações para uma gama de frequências mais 
alargada, por exemplo 60 Hz, indo ao encontro dos mais recentes critérios relativos à 
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estabilidade da via. Nesse sentido, poderá ser relevante nos modelos numéricos com 
interação serem incluídas as irregularidades da via associadas a comprimentos de onda 
inferiores a 3 m, cujas amplitudes podem atualmente ser recolhidas pelo veículo de 
inspeção de via EM120 da REFER; 
• O estudo da fadiga das ligações estruturais dos pendurais e diagonais ao arco e ao 
tabuleiro constitui um aspeto tendencialmente crítico neste tipo de estruturas. Assim, 
pretende-se instalar um sistema de medição por um período mais longo, tendo em vista 
avaliar as tensões provocadas pelo tráfego atual na ponte, tendo em vista a quantificação 
dos espetros de tensões, e consequente avaliação do dano. Complementarmente poderia 
também ser relevante uma caracterização mais exaustiva do comportamento local dos 
elementos dos arcos, uma vez que os modos de vibração locais destes elementos têm uma 
participação significativa na resposta em deformações, como aliás foi constatado no 
presente trabalho; 
• Para o controlo dos níveis de vibração induzidos pela passagem dos comboios de alta 
velocidade, poderá ter interesse o estudo de sistemas do tipo ativos, semi-ativos ou 
passivos, que poderiam ser utilizados nos casos em que os estados limites condicionantes 
estivessem relacionados com níveis excessivos da aceleração vertical do tabuleiro. Esta 
solução poderá ter especial interesse para pontes situadas em troços de vias existentes, e 
que possam vir a ser integradas em linhas de alta velocidade. 
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